Capitolo 4

Integrazione

4.1. INTEGRALE DEFINITO

I1 calcolo integrale ¢ la branca dell’analisi matematica che si occupa della riso-
luzione di due problemi: i/ calcolo delle aree di parti di piano qualsiasi (non
soltanto quindi di poligoni o di parti di piano caratterizzate da determinate re-
golarita); la ricerca delle funzioni aventi per derivata una funziona assegnata.

Le due questioni indicate possono sembrare indipendenti ['una dall’altra.
Un approfondimento della situazione, tuttavia, basato sul teorema fondamenta-
le del calcolo integrale (detto anche teorema di Torricelli, o di Torricelli-
Barrow) stabilira un nesso strettissimo tra di esse. Il lettore esamini i due e-
sempi seguenti, riferiti a due parti di piano la cui area ¢ calcolabile mediante le
note formule della geometria elementare.

Esempio 4.1. L’area della parte di piano individuata dal sistema:

{OSySI
0<x<b

(un rettangolo) cresce linearmente al crescere di b. Possiamo infatti esprimere
tale area in funzione di b nella forma:

Area =A(b)=b

con b reale non negativo

E risulta dunque proporzionale all’ascissa b.

Esempio 4.2. L’area della parte di piano individuata dal sistema:

0<y<mx o )
con m reale positivo e b reale non negati-
0<x<bh
VO
(un triangolo) cresce al crescere di b, ma non linearmente. Possiamo infatti
esprimere tale area in funzione di b nella forma:

Area = A(b) = %bz

e risulta dunque proporzionale non all’ascissa b, ma a b2. Tutto cid richiedera
un’adeguata interpretazione.

Inoltre, la “velocita” con cui A(b) cresce al crescere di b dipende dalla pen-
denza della retta di equazione y = mx, cio¢ dal suo coefficiente angolare m: per
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“bassi” valori di m, un assegnato incremento di » comportera un “modesto”
incremento di 4(b), mentre per “elevati” valori di m, lo stesso incremento di b
- comportera un “elevato” incremento di A(b). Nel primo esempio & m = 0, tutta-
via I’area cresce ugualmente al crescere di b, crescendo come b.

Dall’esame dei precedenti esempi, possiamo concludere che, assegnata una

, : o 0<y<f(x
figura nel piano cartesiano mediante il sistema: 0<x<b Iincremento
SXS

della sua area al crescere di b sembra dipendere proprio dal coefficiente ango-
lare della retta tangente alla curva di equazione y = f{(x). Non approfondiremo
ora le caratteristiche di tale “dipendenza”: ma il problema del calcolo dell’area
di una parte di piano dovra tener conto di questa osservazione.

Per introdurre I’integrale definito occupiamoci inizialmente della suddivi-
sione di un intervallo [a; b]R.

Definizione 4.1. Consideriamo I’intervallo (segmento) [a; b]=R e I’insieme B
= {Xp; X3 X, ... X,,} conx, =a, x, =b e conx, <x; <x, <..<x,; si dice suddi-
visione generata da B in [a; b] la famiglia degli n intervalli (segmenti):

A =xg Xl A=Ixpxnl A=l A, = [x,005X,]-

Data una f: [a; b] >R limitata, cio¢ tale che (Vxe[a; b])(Fk,€R, Ik, eR: k<
f(x)<k,), procediamo nel modo seguente: considerata una suddivisione {A;; A,;
..; A,}, per ogni suo elemento A, cercheremo I’estremo inferiore e 1’estremo
superiore dei valori f{x) quando xe A, e moltiplicheremo ciascuno di tali valori,
:2Af f(x), ggp f(x), per la misura del segmento A, ottenendo cosi le misure (le

aree) dei due rettangoli aventi per misura della base la misura di A, e per misu-
ra delle altezze rispettivamente irelf f(x)e sup f(x).

3

2
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Infine sommeremo le aree di tutti i rettangoli ottenuti considerando i vari ele-
menti della suddivisione {A;; A,; ...; A,} e definiremo la somma inferiore e la
somma superiore per la funzione x—f(x) e per la suddivisione considerata.

Definizione 4.2. Consideriamo I’intervallo (segmento) [a; b]=R e I’insieme B
= {Xp; X3 X, ... X,,} con x, = a, x, = b e con x, <x; <x, <... <Xx,; consideriamo
la funzione f: [a; b]—R limitata; i reali:

n

LA B)= Y (5, —x)_inf f(¥) T(AB)= Y (x, = x.,) sup f(x)
X1 SXSX =1 Xp-1 SXSX

k=1
si dicono rispettivamente somma inferiore e somma superiore per la funzione x
—f(x) e per la suddivisione generata da B.

Ci limitiamo a enunciare le proposizioni seguenti.

Proposizione 4.1. Consideriamo I’intervallo (segmento) [a; b]cR e I’insieme
B = {x; x5 x5 ...; x,} conx,=a, x,=b e conx,<x, <x, <.. <x,; consideria-
mo la funzione f: [a; b]—>R limitata; Se BEB’, essendo B’ = {x’y; x'|; x’5; ...;
x’peonx’y=a,x’,=beconx’y<x’ <x’,<..<x’,risulta:

Iinf(f; B) < Iinf(ﬁ B,) Isuo(f; B) 2 Isuo(f; B’)

Pertanto, passando da una suddivisione a una suddivisione piu fine, la somma
inferiore non decresce e la somma superiore non cresce.

Proposizione 4.2. Consideriamo I’intervallo (segmento) [a; b]=R e gli insiemi
B = {xy; x;; %55 ...;x,} conxy=a,x,=beconx,<x, <x,<..<x,eB ={x;
XX x’p} conx’y=a,x’,= beconx’y<x’; <x’,<..< X’ consideriamo
la funzione f: [a; b]—>R limitata; allora risulta: I (f; B) <1 (f; B*)

Pertanto, qualsiasi siano le suddivisioni considerate, una somma inferiore ¢ non
maggiore di una somma superiore.

Definizione 4.3. Consideriamo I’intervallo (segmento) [a; b]cR e la funzione
/- [a; D] >R limitata; i reali: sup[L,(f; B)] e inf[l,(f; B)] (per ogni insieme B
che genera una suddivisione in [a; b], e quindi per ogni suddivisione di [a; b])
si dicono rispettivamente integrale inferiore secondo Riemann ¢ integrale su-
periore secondo Riemann della funzione x—f{(x) nell’intervallo [a; b].

Per quanto sopra detto ¢ certamente: sup[l,(f; B)] < inf[I, (f; B*)]. Il caso in
cui risulti sup[L;,(f; B)] = inf[I,,(f; B*)] ¢ particolarmente importante:

Definizione 4.4. Consideriamo I’intervallo (segmento) [a; b]=R e la funzione
/- [a; b]>R limitata; se: sup[I,(f; B)] = inf[I,(f; B)] allora la funzione si dice
integrabile secondo Riemann ¢ il comune valore di sup[l,(f; B)] = inf[I,,(f;
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B)] viene detto integrale secondo Riemann della funzione x—f{x) nell’inter-
vallo [a; b] e si scrive:

b
sup[Li,(f; B)] = inflL,,(/; B)] = [ f(x)dx

L’integrale secondo Riemann viene spesso detto integrale definito; 1’intervallo
[a; b] ¢ detto intervallo di integrazione, la funzione x—f(x) ¢ detta funzione
integranda ¢ la x variabile d’integrazione.

L’integrale secondo Riemann ¢ un numero reale che non dipende dalla va-
riabile di integrazione x (detta talvolta variabile apparente). In altri termini:

b b b b
[f@dx = [ f(2)dz = [ f(0)dt = [ f(£)dE = .

Ripercorriamo 1I’introduzione dell’integrale con riferimento all’interpretazione
geometrica. Prima di proseguire diamo la definizione seguente (che sara riferita
per semplicita alle sole funzioni positive, ma che potra essere estesa facilmente
a funzioni qualsiasi).

Definizione 4.5. Sia x—f(x) una funzione definita in [a; b]<R tale che f{x) > 0
per ogni x€[a; b]; si dice trapeziode relativo alla f nell’intervallo [a; b] la par-
a<x<bh

te di piano cartesiano individuata da: 0<y< f(x)

La somma inferiore e la somma superiore sono quindi le aree delle unioni dei
rettangoli (tali unioni sono talvolta dette plurirettangoli) aventi per basi le mi-
sure dei segmenti A; e per altezze rispettivamente inAf f(x) e sup f(x): la

somma inferiore ¢ riferita al plurirettangolo incluso nel trapezoide relativo alla
funzione f nell’intervallo [a; b]; la somma superiore ¢ riferita al plurirettangolo
che include tale trapezoide.
Riprendiamo la definizione di integrale: se € sup[l,,{f; B)] = inf[I,,(f; B)], il
b
loro comune valore I f(x)dx (I’elemento separatore delle classi contigue costi-
a
tuite dalle somme inferiori e dalle somme superiori) pud essere assunto come
area del trapeziode considerato.
Occupiamoci, ora, della questione dell’integrabilita di una funzione in un
intervallo [a; b]. Enunciamo innanzitutto il seguente risultato, che ci consente
di classificare come integrabili le funzioni appartenenti a un vasto insieme.

Proposizione 4.3. Una funzione continua in [a; b] ¢ integrabile in [a; b]. |

La proposizione precedente esprime una condizione sufficiente ma non neces-
saria affinché una funzione sia integrabile: cio¢ esistono funzioni dotati di
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punti di discontinuita che risultano integrabili secondo Riemann. Una funzione
non integrabile secondo Riemann ¢, ad esempio, la funzione definita in R che

assume valore 1 se e solo se x € razionale e 0 altrove.
b

Abbiamo assegnato un significato alla scrittura I f(x)dx con a < b. Esten-
a
diamo ora tale definizione a scritture analoghe, ma aventi il primo estremo
dell’intervallo di integrazione maggiore del secondo estremo.

a b
Definizione 4.6. Se x—/{(x) & integrabile in [a; b]R: [ f(x)dx = [ f(x)dx
b a

a
Possiamo infine assegnare un significato anche alla scrittura j f(x)dx .

a

Definizione 4.7. Poniamo: J f(x)dx =0

Quest’ultima definizione ben si accorda con la precedente; infatti:
[fdx==[f(x)dx = 2[f(x)dx=0 = [ [(x)dx=0

Ci limitiamo a enunciare 1’utile risultato seguente.

Proposizione 4.4. Siano x—f(x) e x—g(x) funzioni integrabili in [a; b]=R e
siano o e 3 costanti reali. Allora x—a.-f(x)+fB-g(x) ¢ integrabile in [a; b] ed ¢:

b b b
[l f)+B-g®dx = [ f(x)dx+ B[ g(x)dx

La proposizione precedente esprime una condizione sufficiente ma non neces-
saria di integrabilita. Ci limitiamo a enunciare I’utile risultato seguente.

Proposizione 4.5. Per ogni terna di reali a, b, c, risulta:

b c b
[ f)dx =] f(x)dx+ [ f(x)dx

Introduciamo ora il valor medio integrale di una funzione in un intervallo.

Definizione 4.8. Sia x—f{x) una funzione definita e integrabile in [a; D]cR; si
dice valore medio integrale della funzione x—f(x) in [a; b] il reale:

b
ﬁ f 7 (x)dx (se a e b non coincidono)
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Proposizione 4.6. Teorema del valore medio integrale. Sia x—f{x) una fun-
zione continua in [a; b]cR. Allora esiste (almeno) un punto x = ¢, interno

b
all’intervallo di definizione [a; b] tale che: (b—a)-f(c) = J f(x)dx

Dimostrazione. 1l teorema di Weierstrass ci assicura che la funzione x—f(x),
continua in [a; b] (intervallo chiuso e limitato) assume massimo € minimo in
tale intervallo. Siano m e M rispettivamente il minimo e il massimo assunti
dalla funzione x—f{x) in [a; b]. Risulta:

b b
m(b—a) < If(x)dx < M(b-a) = m < Lff(x)dx <M
a b —a a

essendo m(b—a) I’area di un rettangolo inscritto nel trapezoide, M(b—a) 1’area
di un rettangolo circoscritto nel trapezoide.

1

b
Pertanto I f(x)dx € compreso tra il minimo e il massimo assunti dalla
b a
funzione x—f(x) in [a; b]. In base al teorema dei valori intermedi esiste (alme-

no) un punto x = ¢ interno all’intervallo di definizione [a; b] tale che:

b b
f(c)=ﬁj f@Wdx = -afio = [fdx

Geometricamente, il teorema della media integrale si interpreta affermando che

il trapeziode relativo alla funzione f nell’intervallo [a; b] ¢ equivalente a un

rettangolo avente per base lo stesso segmento [a; b] (sull’asse delle ascisse) e

per altezza il valore f{c) assunto dalla fin un (conveniente) punto interno ad [a;

b]. 1l lettore ¢ invitato a tracciare una rappresentazione grafica della situazione.
La definizione seguente precisa il concetto di funzione primitiva.

Definizione 4.9. Sia data la funzione f: D—>R, con DcR. La funzione ®: D—R
si dice funzione primitiva dell’assegnata funzione f se, per ogni xeD, la deriva-
ta prima di F, calcolata in x, € f{x): @ (x) =Afx)

Esempio 4.3. Consideriamo la x—cosx definita (e continua) in R. Una sua
primitiva ¢ la funzione: x—senx in quanto, per ogni x reale: Dsenx = cosx.

Essa ¢ “una” primitiva, non “la” primitiva, in quanto anche tutte le funzio-
ni del tipo: x—senx+c essendo ceR una (qualsiasi) costante, hanno per deriva-
ta prima la funzione assegnata, x—cosx (infatti due funzioni derivabili che dif-
feriscono per una costante reale hanno la stessa derivata prima).

Generalizzando possiamo dunque enunciare la proposizione seguente.
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Proposizione 4.7. Se la funzione espressa da y = ®(x) ¢ una primitiva della
funzione £, allora anche ogni funzione espressa da y = ®(x)+c, con ceR, ¢ una
primitiva della funzione f.

Spesso la ricerca di una funzione primitiva di una funzione assegnata ¢ presen-
tata come 1’operazione inversa della derivazione. Affermare cio non ¢ del tutto
esatto: mentre la derivazione associa a ogni funzione (derivabile) una e una
sola funzione (la derivata), la ricerca di una primitiva puod associare a una fun-
zione infinite funzioni, che differiscono tra di loro per una costante.

Per quanto riguarda ’esistenza della primitiva di una funzione si puo dimo-
strare il risultato seguente:

Proposizione 4.8. Una funzione continua in un intervallo ammette, in tale in-
tervallo, funzioni primitive.

Consideriamo la funzione x—f{x) integrabile (sappiamo che a tale proposito ¢
sufficiente che f sia continua) nell’intervallo [a; b]<R. Introdurremo ora una
nuova funzione x—F(x) in [a; b] con la definizione seguente.

Definizione 4.10. Data la funzione x—f{x) integrabile nell’intervallo [a; b]cR,
si dice funzione integrale la funzione x—F(x) definita in [a; b]:

x—> j f(t)dt La x—f(x) viene detta funzione integranda.

I1 lettore non si stupisca della scelta di indicare con ¢ la variabile d’integrazione

X
nell’integrale _[ f(t)dt . La variabile di integrazione ¢ una variabile apparente,
a
non compare nel risultato. Abbiamo preferito utilizzare ¢ al posto di x per evita-
re confusione tra la variabile di integrazione e il secondo estremo dell’inter-
vallo di integrazione [a; x].
b
Geometricamente, sappiamo che I f(x)dx ¢ interpretabile come 1’area del
a

trapezoide relativo alla funzione espressa da y = f{x) nell’intervallo [a; b]. Ana-

logamente, la funzione integrale x—)j f(t)dt associa a ogni xe[a; b] I’area del

a
trapezoide relativo alla funzione espressa da y = f{x) nell’intervallo [a; x], con
a < x < b. In particolare, se indichiamo con x—F(x) la funzione integrale, risul-
ta:

x=a — F(a)ZTf(t)dtZO
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x=b —  Fb)= T f)de = T £ (x)dx

La proposizione che ora enunceremo e dimostreremo ¢ un risultato della mas-
sima importanza per I’analisi matematica.

Proposizione 4.9. Teorema fondamentale del calcolo (di Torricelli). Si con-
sideri la funzione x—f{(x) continua nell’intervallo [a; b]cR; allora la funzione

integrale x—>F(x): x— J' f(t)dt ¢ derivabile in [a; b] e risulta: F'(x) = f{x).

Dimostrazione. Consideriamo x€[a; b] e x+he[a; b] (qualsiasi); risulta:

F(x+h)-F(x) 1|* x
al p al :Z{ ;[f(t)dt—lf(t)dt}:

x+h

[ f@ar

x+h

=%{ [f@de+ [ f@de-| f(t)dt}:

X+h
Applichiamo ora a I f(t)dt il teorema del valor medio integrale: deve esistere

(almeno) un punto ¢ compreso tra x e x+4 se />0 o tra x+h e x se h<0 tale che:
X+h

(xth—=x)flc) = hficy = [ f(n)dt

1
h

x+h
F(x+h2—F(x) :% {f(t)dt:%-h-f(c)zf(c)

Essendo c¢ tra x e x+h se />0 o tra x+h e x se h<0. Se & tende a 0, x+A tende

a x e anche ¢, compreso tra x e x+/, tende a x. Ricordando la continuita di f:

lim? (“h]z_F () =lmf(e) = FE=fx

h—0

Dunque:

Il teorema fondamentale consente di ridurre il problema del calcolo di un inte-
grale definito di una funzione x—f{x) al problema della determinazione di una
primitiva della x—£(x). Per fare ci0, applicheremo il seguente corollario.

Proposizione 4.10. Si consideri la funzione x—f{x) continua in [a; b]cR; allo-
ra, detta x—>®(x) una funzione primitiva di x—f{(x), risulta:

b
O(b)-®(a) = [ £ (x)dx
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Dimostrazione. Se x—>®(x) una primitiva di x—>f(x), risulta: ®‘(x) = f{x). Per il

teorema fondamentale ¢: F’(x) = f(x) dove: F(x) = I f(t)dt cona<x<b.Le

funzioni x—>®(x) e x—>F(x) hanno in [a; b] la stessa derivata prima e dunque
(terzo corollario del teorema di Lagrange) differiscono per una costante:

D(x) = [ f(t)dt +k
Occupiamoci di &: poniamo x = a e otteniamo:

D(a) = j fOdi+k = D)=k

X
e sostituendo quanto trovato in ®(x) = j f(¢)dt +k perveniamo a:

D(x) = [ f(t)dt +D(a)
da cui, ponendo infine x = b (indicando con x la variabile di integrazione):
b b
D) = J f(t)dt +D(a) = O(b)-D(a) = I f(x)dx W

Siamo ora in grado di calcolare il valore di alcuni integrali definiti. Si ¢ soliti
indicare la scrittura ®(b)—®(a) con il simbolo [<D(x)]2, e dunque scriveremo:

b
[f()dx =[D(x)],

- Esempio 4.4. Sapendo che una primitiva di x—cosx & x—>senx, calcoliamo:

T

2 z
_[cosxdx = [senx]? = seng— sen0 =1-0=1
0

Tenendo presente 1’interpretazione geometrica dell’integrale definito, possia-
mo calcolare 1’area di molte parti di piano cartesiano. Iniziamo a considerare
una funzione x—f(x) definita in [a; b] e positiva, cio¢ tale che f{x) > 0 per ogni
x€la; b]. L’area del trapeziode relativo alla funzione f nell’intervallo [a; b],
cioe¢ I’area della parte di piano cartesiano individuata dal sistema:

a<x<b
0<y<f(x)
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b
puo essere calcolata mediante I’integrale definito: j f(x)dx = [d)(x)]z.

a

0<y<cosx

Esempio 4.5. Data la parte di piano cartesiano individuata da 0<r<”
<x<—

se ne calcoli I’area.

T

2 z

Sapendo che jcos xdx = [senx]? = seng— sen(0 = 1-0 = 1 possiamo conclu-
0

dere che I’area della parte di piano indicata ¢ 1.

Non sempre la parte di piano di cui ¢ richiesta 1’area ha le caratteristiche sopra
indicate; puo accadere che la parte di piano da considerare non sia compresa
tra I’asse delle x e il grafico di y = f{x), ma sia compresa tra i grafici di due fun-
zioni (che supporremo inizialmente entrambe positive) e sia indicata dal siste-
ma:

{fl(X)Sysz(X)

a<x<b

0<y<f(x)
a<x<bh
CESEFACIN

a<x<bh

In questo caso si calcola I’area della parte di piano indicata da: {

0<y< £(x)

. Dunque I’area di
a<x<bh

e si sottrae quella di: {

b b b
data da: [ f5(x)dx— [ f,(x)dx = [[f,(x)— f;(x)Jdx
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xzﬁyﬁx

Esempio 4.6. Data la parte di piano cartesiano individuata da {0 :
<x<

calcoliamone 1’area, sapendo che una primitiva della funzione x—>x—x2? ¢ la
2 3

. X x . . .
funzione x—); Y (il lettore puo verificarlo direttamente).

Il procedimento suggerito non varia se l’'intera figura viene sottoposta a una
traslazione di vettore parallelo all’asse delle y. Dunque 1’area della parte di

<y<
piano individuata da: {flix)<;; S e I’area delli quella (congruente alla
asx>

+k<y< +k
precedente) individuata da: {flix)<b ysh@) sono uguali per ogni
a<x<

b
costante k e valgono j[ HL(x)-f; (x)]dx .
Cio significa che il procedimento messo a punto e del tutto indipendente

dalla posizione dell’asse delle x. L’area di una qualsiasi parte di piano com-
presa, per a < x < b, tra 1 grafici di y = f,(x) e di y = f,(x), con f,(x) < f,(x) per
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b
ogni xe[a; b], ¢ data da [[f;(x)— fi(x)}dx (dall’integrale da @ a b della fun-

zione “posta al di sopra” meno la funzione “posta al di sotto”).

4.2. INTEGRALE INDEFINITO

Definizione 4.11. Sia data la funzione /i D—>R, con DcR. Si dice integrale
indefinito della funzione f e si scrive J' f(x)dx I’insieme delle espressioni delle

funzioni primitive (se esistono) dell’assegnata funzione f.

La scrittura indicata non inganni il lettore: 1’integrale indefinito di una funzio-
ne f non rappresenta una singola funzione, bensi un insieme di funzioni; tale
insieme, se non ¢ vuoto (cio accade quando la funzione integranda non ammet-
te primitive) ¢ un insieme infinito. L’integrale indefinito pud quindi essere
scritto:

[ f(x)dx = {D(x): D (x) = flx)}

Esempio 4.7. Dagli esempi precedenti: J cosxdx = senx+c con ceR.

La costante ceR viene denominata costante d’integrazione. Nel seguito quan-
do indicheremo “+c¢” sottintenderemo che ¢ ¢ un numero reale qualsiasi.

1 . 1 .
Esempio 4.8. I—dx = log,|x|+c Risulta: D(log,|x|+c) = — (lasciamo al letto-
X X
re il compito di verificare I’uguaglianza, discutendo il valore assoluto con x>0
: 1 .
e con x<0). Sarebbe errato scrivere j—dx = log x+c (senza il valore assoluto).
X

Infatti il dominio della funzione integranda ¢ costituito dai reali non nulli e
anche il dominio delle primitive deve essere costituito dai reali non nulli.

Nell’esempio seguente ci riferiremo a una famiglia di funzioni espressa da: f{x)
= I g(x)dx e individueremo una di tali funzioni mediante una condizione.

Esempio 4.9. Individuiamo y = f(x) sapendo che: f(x) = j 2xdx A f(1)=0
Sappiamo che f(x) = x>+c e in questo caso siamo in grado di determinare la
costante c; infatti, sostituendo nella formula precedente la condizione: f{1) = 0
otteniamo: 0= 1+c = ¢=-1.L’equazione richiesta ¢ quindi y = x2—1

Determiniamo gli integrali indefiniti delle funzioni di uso piu comune. I casi
piu semplici sono quelli in cui la funzione integranda appare come derivata
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prima di un’altra funzione. Una prima tavola di formule di integrazione indefi-
nita, quindi, puo essere ottenuta sulla base di una tavola di derivazione:

f senxdx = —cosx+c jcos xdx = senx+tc
N 1
_[e dx = e*+c j—dx = log,|x|+c
X

E immediato dimostrare:

Proposizione 4.11. Se n # —1, risulta:

1
Ix”dx=—x”+1 +c con ceR.
n+l1

Esempio 4.10. jl dx = jxo ~dx =x+c Inoltre: dex =%x2 +c. La formula

1

1
— —+1
vale anche per » non intero: J. xdx = Jx2dx =

2

X +Cc=—XxXNX+cC

—+1
2

Le formule di integrazione immediata possono essere generalizzate grazie ad
alcune riflessioni collegate alla nota regola di derivazione delle funzioni com-
poste. Invitiamo il lettore a esaminare con molta attenzione i seguenti esempi.

Esempio 4.11. Si voglia ricavare I’integrale indefinito della funzione x—
cos2x. Ricordando che Jcos xdx = senx+c potremmo supporre (erroneamen-

te) che I’integrale richiesto sia sen2x+c. Non ¢ pero difficile rendersi conto che
ci0 € inaccettabile: se infatti deriviamo la funzione trovata, otteniamo:

D(sen2x+c) = 2-cos2x

che non coincide con la funzione integranda (cos2x).
Correggiamo I’errore; abbiamo notato che: D(sen2x+c) = 2-cos2x e quindi:

f 2cos2xdx = sen2x+c

Ma nell’esempio precedente era richiesto Icos 2xdx . Risulta allora:

1 1
I 2co0s2xdx = sen2x+c¢ = 5 I 2cos2xdx = Esen2x+c

da cui infine: Jcos 2xdx = %sen2x+c

Esaminiamo attentamente la f 2cos2xdx = sen2x+c. Essa ¢ collegata alla ben

nota jcos xdx = senx+c. La differenza consiste in questo: la funzione inte-
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granda non ¢ costituita da cosx, ma dalla funzione composta cos2x, moltiplica-
ta per la derivata (2) dell’ argomento (2x) del coseno. In generale:

f cos f(x) f'(x)dx = senf(x)+c

Una nuova tavola di formule di integrazione indefinita, quindi, puo essere otte-
nuta generalizzando le formule presentate poco fa. Ricaviamo allora:

[ senf (x) " (x)dx =—cosfix)+c [cos £ (x) f"(x)dx = senfix)+c
jef @ f1(x)dx = e’ +¢ I—];((;C)) dx =log,[flx)|+c

La formula dimostrata nella proposizione 4.11 si generalizza nella:

@] fode=——[r@" +c (1 #-1)
n+1

Esempio 4.12.E [e"e“ dx=e +c inbasealla [e/™ f'(x)dx=e/™ +c

Esempio 4.13. Risulta: f sen’xdx = I senxsen”xdx = I senx(l —cos’ x)dx =

2 1
= j (Sé?ILXT-— senx Ccos A:)clx =—CO0S Xf-%-zg'C()S3 xX+c

Esempio 4.14. Calcoliamo ’area della parte di piano cartesiano individuata da:

0<y<

x2+1
0<x<l1

034
061
044

221

i i \ ;i 3 ; i : i A ; i ;
ds 16 14 2 1 08 05 H4 02 02 04 06 08 12 14 15 18

BIEE o
it o

231
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In base alla I &dx = log |f(x)[+c risulta:

S/ (x)

E _[ Zz—xdx=loge
x“+1

|

x* + 1‘ +c= loge(x2 + 1)+ ¢ e dunque concludiamo:

21 " dx = [loge(x2 + I)L =log, 2

2
X

La proprieta di linearita dell’integrale definito, espressa da:
b b b
[lo-f@)+B-glix=a[ f(x)dx+ B[ g(x)dx

¢ valida anche per I’integrale indefinito. Sappiamo infatti che 1’integrale inde-
finito f f(x)dx ¢ costituito dall’insieme delle espressioni delle primitive della

x—f(x); e nel teorema fondamentale del calcolo abbiamo stabilito che la

funzione integrale x—)j f(t)dt e tutte le funzioni x—)j f(®)dt+c sono

a a

primitive della x—f{x). Possiamo scrivere, anche per gli integrali indefiniti:
[la- fx)+ B-g@ldx=a-[ f(x)dx+ B [ g(x)dx

I1 lettore ricordera che un’analoga proprieta vale per la derivazione; ma I’ana-
logia non puo essere estesa indiscriminatamente. Ad esempio, non disponiamo
di una formula generale per integrare prodotti e rapporti di funzioni. Pertanto
una “strategia risolutiva” per 1’integrazione consiste nel trasformare gli integra-
li di prodotti e di quozienti di funzioni in integrali di somme.

Esempio 4.15. f (1+ senx)(1+ cos x)dx = f (1+ senx + cos x + senx cos x)dx =

1 1
= x—cosx+senx+z.[2sen2xdx= x—cosx—i—senx—zcost—i-c

Esempio 4.16. Calcoliamo I’area della parte di piano cartesiano individuata da:

2

OSny +1
X

I1<x<2

coext+1 1 1 , .

E f—dx:f[x+— dxzzx +loge|x|+c e dunque concludiamo:
X X
2.2 2
_[x +1dx:{lx2+loge|x|} :2+10g62—l:§—10g82
X 2 1 2 2
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Riportiamo una tabella riassuntiva di integrali indefiniti:

Proposizione 4.12. Integrali indefiniti di funzioni di uso comune

Ix”dx == Tie (n21) J-[f(x)]" f'(x)dx =ﬁ[f(x)]”+1 +c

[ L = log,Jx|+c
X

I e‘dx = ete

I a‘dx = ax+c

log,a
I senxdx = —cosx+tc

_[ cosxdx = senx+c

I 12 dx =tgx+c
COS X

! dx = tgx+
j 5—dx = —cotgxtc
sen x

j o )dx = log,|fix)|+c

J'ef(x)f (x)dx = e/ ™ +¢

0 e =Lt
log a

e

[ senf (x) " (x)dx = —cosfix)+c
f cos f(x) f'(x)dx = senf(x)+c
S'(x)

jcosz I dx =tgf(x)tc
f'(x) _
J s 1) dx cotgf(x)+c
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1 flﬂ
I \/_2dx = arcsenx+c
- [foF
J [f(f )(x) dx = arctgf(x)+c
x

arcsen—+c S () dx = arcsenf (x )

Iv I a* -1 )P g
j—[ S () dx = arctgf( )

dx = arcsenf{x)+c

2 dx = arctgx+c

I N Sdx = larc‘[g

a |a| f@f +a* a el
~ e (4] J'(x) R A CO
a2 S-dx 2 log, |—— o x J' f(x)] dx 2 og, o f(x)

Come complemento a quanto ora trattato ci occuperemo del calcolo del volume
della parte di spazio descritta ruotando una parte di piano cartesiano individua-

O<y<f(x) . . . .
ta da di un giro completo intorno all’asse delle ascisse.
as<x<bh
Dall’espressione del volume dV del singolo cilindro ottenuto ruotando il

rettangolo avente per base dx e per altezza f(x) otteniamo:

dV = n[f(x)]2dx

Integriamo ora in [a; b]: consideriamo I’intero intervallo [a; b] suddiviso in
“intervallini” (dx), facciamo tendere a 0 I’ampiezza del massimo “intervallino”
(e quindi a +oo il loro numero) e sommiamo tutti i 4V relativi a ogni rettangolo;
otteniamo:

= [[f(oF ax

Esempio 4.17. 1l volume del paraboloide generato ruotando la parte di piano

T 0<y<«x . . L
individuata da { Y Vx di un giro intorno all’asse delle ascisse ¢:

0<x<4

:nfkﬁhhznjmuzn{%fﬁ=@n

0 0

Esempio 4.18. 11 volume dell’ellissoide generato ruotando la parte di piano
b 5 2
0<y<— -
individuata da Y a @ di un giro intorno all’asse delle ascisse ¢:
—as<x<a
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a 2 2 a
V=n J{E\/az—xz:l dx =m-— J'(az—xz)dx =
—ql @ -a
2 a
=n-b—2-{a2x—lx3} Zifrab2
a w3

Concludiamo con un cenno alle equazioni differenziali. Un’equazione diffe-
renziale ordinaria € un’equazione avente per incognita una funzione x—y(x); in
tale equazione compaiono x, y e le derivate di y: y’, »”, ... Cio¢:

Fox; ;9597 ..)=0

Il massimo ordine delle derivate si dice ’ordine dell 'equazione differenziale.

Esempio 4.19. Determiniamo la funzione x—y(x) sapendo che 2xdx+dy = e*dx
e che: y(0) =3 (condizione iniziale). Riscriviamo I’equazione nella forma:
d
dy = (e*—2x)dx = d_y = e*—2x = y’ =e—2x
X
L’equazione ¢ dunque del primo ordine. Pertanto, la funzione x—y(x) cercata ¢

una primitiva di x—e*—2x. Sapendo che J'(e" —2xkdx=¢e"—x*+c sipud af-
fermare che x—y(x) ¢ una funzione del tipo:
x—>eX—xtc
Possiamo infine determinare il valore di ¢ ricordando la condizione iniziale:
y(0)=3 = e'—02+c =1 = I+c=3 = c=2

Pertanto, la funzione x—y(x) incognita ¢: x—e*—x2+2
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