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Abstract In this paper we propose some considerations about the use of the
History into Mathematics Education. In particular, we present two basic
examples from Arithmetics and from Algebra, related to Secondary School
mathematical curriculum. We conclude that the use of History into Education
is an important tool for the teacher, but its real effectiveness must be carefully
monitored, e.g. by experimental methods, in order to obtain a full learning.

Introduzione

Ricordando alcuni termini di Y. Chevallard (1985), possiamo dire che la storia
della Matematica puo utilmente essere impiegata nella transposition didactique
(M. 1l triangolo di Chevallard visualizza una ben nota situazione: il sapere
accademico (il savoir savant) viene spesso a trovarsi lontano dal processo di
insegnamento-apprendimento.

() Scrivono J. Fauvel e J. van Maanen: «Come ogni progetto educativo, quello di in-
tendere la storia della matematica come una componente dell’insegnamento della Ma-
tematica implica un’aspettativa pitt 0 meno esplicita in termini di un migliore appren-
dimento. La ricerca sull’uso della storia della Matematica nell’insegnamento ¢ quindi
una parte importante della ricerca in didattica della Matematica» (Fauvel & van Maa-
nen, 1997, p. 8). F. Furinghetti e A. Somaglia individuano «due livelli di lavoro nel-
I’introduzione della storia nella didattica: uno che potremmo associare a un’immagine
‘sociale’ della matematica e un altro che concerne piuttosto un’immagine ‘interna’
della stessa. Il primo livello si riferisce a quegli interventi mirati a fornire motivazioni
allo studio della matematica mediante la contestualizzazione nel sociale... Il secondo
recupera... la dimensione culturale della matematica come metodo» (Furinghetti &
Somaglia, 1997, p. 43; indichiamo inoltre: Carruccio, 1972; Weil, 1980; Swetz, 1989 e
1995; Pepe, 1990; Fauvel, 1990 e 1991; Grugnetti, 1992; Furinghetti, 1993; Nobre,
1994; Bagni, 1996a; Calinger, 1996). Alcune considerazioni ed alcuni risultati citati
nel presente lavoro sono ripresi da: Bagni, 1998 €1999.
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E allora didatticamente indispensabile “avvicinare” il savoir savant alla
pratica scolastica, al processo di insegnamento-apprendimento attraverso
un’opportuna transposition didactique che puo essere ottenuta anche attraverso
richiami storici.

Un primo esempio: la moltiplicazione per raddoppio

Il confronto di alcuni procedimenti tratti dalla storia dell’Aritmetica pud
portare gli allievi della scuola secondaria ad alcune riflessioni sulla notazione
numerica additiva e posizionale. Esaminiamo un semplice caso.

Puo essere innanzitutto interessante ricordare la celebre moltiplicazione per
raddoppio impiegata nell’antico Egitto; illustriamola mediante un esempio (che
agli allievi pud essere inizialmente presentato, per comodita, in notazione
numerica posizionale):

18x13 =234

Per l'esecuzione pratica del calcolo si compila una tabella a due colonne; la
prima riga ¢ costituita da 1 e da uno dei due fattori (nell'esempio: 18, il
maggiore); ad essa si fanno seguire altre righe ottenute raddoppiando gli
elementi della riga precedente, finché nella prima colonna si ottengono numeri
non maggiori del secondo fattore (nell’esempio, 13):

. 1 18 o
2 36

. 4 72 e

. 8 144 o

Si scelgono poi gli elementi della prima colonna di somma 13 (il secondo
fattore); la somma dei corrispondenti elementi della seconda colonna fornisce il
risultato:

(1+4+8 = 13) (18+72+144 = 234, risultato)



La moltiplicazione per raddoppio pud essere eseguita anche in notazione
additiva (ricordiamo peraltro che la notazione numerica egizia era additiva); un
esempio nella notazione romana, generalmente ben nota agli allievi, ¢ il
seguente:

XVIII x XTI = CCXXXIIII

(in cui viene dunque nuovamente eseguita la moltiplicazione precedente, cioe:
18x13 =234)

. I XVIII .
I XXXVI

. T LXXII .

. VIII CXXXXII e

(L+IIT+VIID) (XVIT+LXXI+CXXXXIIII)
XIII CCXXXIII (risultato)

La moltiplicazione per graticola

A tale procedimento puo essere affiancata la moltiplicazione per graticola, un
procedimento (espresso in notazione posizionale) di probabile origine indiana,
assai diffuso presso gli Arabi e quindi nell’'Europa medievale: moltiplicando e
moltiplicatore devono essere scritti ai lati di una tabella rettangolare, all'interno
della quale vengono disposti i prodotti parziali (si veda I'esempio riportato nel
seguito). Il risultato finale si ottiene sommando diagonalmente quanto scritto
nelle caselle, considerando gli eventuali riporti, e puo essere letto ai lati della
tabella nei quali non sono scritti i fattori.

Riportiamo nuovamente la moltiplicazione precedentemente eseguita per
raddoppio (18x13 =234):

V
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Una pagina de Larte de Labbacho (Treviso, 1478) in cui ¢ riportato un esempio di
moltiplicazione per graticola (Boncompagni, 1862-1863; Loria, 1929-1933;
D’Acais & Porro, 1969; Romano, 1969; Picutti, 1977; Bagni, 1989, 1994, 1995).

E immediato notare che risulta del tutto impossibile utilizzare quest’ultima
tecnica in notazione additiva.



Considerazioni didattiche

Si pone ora unimportante questione: quale pud essere leffetto sull’in -
segnamento e sull’apprendimento dei richiami storici ora accennati? Mediante
essi ¢ certamente possibile migliorare la qualita dell'insegnamento, ma resta il
problema di valutare quali conseguenze cio implichi sull’apprendimento degli
allievi.

Possiamo infatti supporre che, grazie alla considerazione degli esempi
precedenti, gli allievi:

® i rendano conto che i numeri possono essere scritti in modi diversi;

e capiscano che tale diversita non & soltanto “estetica’; ovvero “tocchino
con mano” la differenza operativa tra la notazione additiva e la
notazione posizionale;

e apprezzino, infine, il vantaggio, anche pratico, di operare con i numeri
scritti in notazione posizionale.

Non possiamo perd esimerci da una pil diretta valutazione (ad esempio
sperimentale) del processo didattico posto in atto. Il problema ¢ infatti questo:
utilizzando forme di didattica incentrate esclusivamente sull’insegnamento,
come quello ora descritto, noi agiamo su questo al fine di migliorarne la
qualita. Ma possiamo essere certi, a priori, dell’effetto che un rinnovato
insegnamento avra sugli studenti? Alcune reazioni nella mente degli allievi
sono plausibili, non obbligatorie. Percid la sottintesa equivalenza: migliore
insegnamento uguale a migliore apprendimento non ¢ scontata (D’Amore &
Frabboni, 1996, pp. 97-98; D’Amore, 1999).

In sintesi, agendo secondo I'impostazione ora considerata, abbiamo propo -
sto all’allievo alcune sollecitazioni nell’ambito storico -aneddotico. Diamo per
accettato che, in tale ambito, lo studente “apprenda”: la conoscenza cosi ac-
quisita non deve perd restare confinata nell’ambito storico -aneddotico (cio sa-
rebbe poco utile). E necessario un suo “trasferimento” ad ambiti diversi, una
possibile utilizzazione, ad esempio, per la risoluzione di problemi, I'interpreta -
zione di esempf, I’apprendimento di contenuti (Feldman & Toulmin, 1976).

La questione che potrebbe limitare I'efficacia della didattica unicamente in -
centrata sull’insegnamento potrebbe sintetizzarsi nella d omanda: siamo certi
che avvenga tale essenziale trasferimento?

Ancora un esempio: ’Algebra geometrica greca

La storia dell’Algebra ¢ antica: se ci limitiamo a considerare i principali pro -
blemi algebrici (ad esempio la risoluzione di equazioni o di semplici sistemi),
possiamo affermare che una forma di Algebra nacque molti secoli prima del-
I'era volgare presso gli Egizi e presso i Babilonesi. Questi ultimi, in partico -
lare, erano in grado di risolvere equazioni di grado anche superiore al primo e



sistemi di equazioni in due incognite (Neugebauer, 1974; Kline 1991; Bagni,
19964, I).

Se dunque operativamente 1’Algebra nacque almeno una ventina di secoli
prima dell’era volgare, deve essere tuttavia sottolineato che non esisteva uno
strumento simbolico completo nell’Algebra antica. Il mondo greco privilegio
sistematicamente la Geometria, anche nell’approccio ai problemi che saranno
detti algebrici (notiamo che il termine Algebra avra origine nella cultura araba).
Il IT libro degli Elementi di Euclide (opera la cui redazione ¢ collocata intorno
al 300 a.C.) ¢ dedicato all’Algebra geometrica (?), un settore elegante e ori-
ginale della Matematica greca (si veda ad esempio: van der Waerden, 1983).

Riportiamo la proposizione 4, che esprime la nota regola algebrica del qua-
drato di una somma.

Proposizione 4 del II libro degli Elementi. Se si divide a caso un seg-
mento, il quadrato di tutto il segmento ¢ equivalente (equiesteso) alla somma
dei quadrati delle parti e del doppio del rettangolo compreso dalle parti stesse
(Euclide, 1970, p. 163).

La figura seguente esprime compiutamente tale proposizione.

a b
a a2 ab
b ab b?

(3) «L’idea centrale che caratterizza I’Algebra geometrica (il termine fu coniato da H.
G. Zeuthen) appare semplice ed intuitiva: essa consiste nella rappresentazione dei nu-
meri reali attraverso grandezze geometriche (ad esempio: segmenti). Le operazioni
possono quindi essere visualizzate mediante figure: se due numeri sono identificati
con due segmenti, il loro prodotto puo essere fatto corrispondere ad un rettangolo;
un’uguaglianza di prodotti viene cosi ad essere ricondotta all’'equiestensione dei cor -
rispondenti rettangoli. Attraverso tali tecniche possono essere enunciate regole di cal-
colo generali, ovvero procedimenti riferiti a numeri qualsiasi» (Bagni, 1996a, I). La
ricerca presentata nel presente paragrafo & illustrata in: Bagni, 1996b, 1997, 1998.



La sua moderna espressione simbolica ¢&:
(a+b)? = a®+b*+2ab

La dimostrazione delle proposizioni di Algebra geometrica pud essere
ricavata direttamente dall’osservazione delle figure e cio rende tali risultati
assai intuitivi ed utili dal punto di vista didattico (Dieudonné, 1989, p. 43):
l’additivita delle aree, sulla quale si basano le dimostrazioni dell’Algebra
geometrica piana, ¢ immediatamente intuita dall’allievo, che pud trovarsi
talvolta in difficolta nell’applicazione di alcune proprieta delle operazioni
(come la proprieta distributiva).

Il ricorso allimmagine offre dunque allo studente la possibilita di accostarsi
efficacemente all’astrazione algebrica; ma, come vedremo, la visualizzazione &
spesso considerata con qualche diffidenza, talvolta addirittura esplicitamente
evitata, dagli studenti e dagli insegnanti di matematica. Uno studio di M.
Kaldrimidou ha evidenziato un atteggiamento negativo nei confronti delle
rappresentazioni visuali; ¢ stato proposto un test a studenti (del terzo anno
universitario del corso di matematica) e ad insegnanti di matematica, in Grecia
(Kaldrimidou, 1995; si veda inoltre: Kaldrimidou, 1997).

Analizziamo uno dei quesiti proposti nel test, riferito alla citata proposizione
dell’Algebra geometrica euclidea:

“l.  (a+b)? = (a+b)(a+b) = a?>+ba+ab+b? = a2+2ab+b>

2.

Tra i due metodi per provare che: (a+b)® = a?+2ab+b?, qual & il piu
appropriato, dal punto di vista matematico? Giustificate la risposta”.

La maggioranza ha preferito la rappresentazione analitica a quella visuale:

Studenti Insegnanti

Analitica 68.3% Analitica 61.5%
Visuale 26.7% Visuale 23.1%
pref. non espressa 5.0% pref. non espressa  15.4%

Dalle motivazioni espresse da coloro i quali hanno optato per la risoluzione
analitica emerge una qualche diffidenza nei confronti della visualizzazione:



® la rappresentazione visuale viene da alcuni considerata un mezzo non
sempre adatto per rappresentare informazioni, in matematica; cio dipen-
de dalla specificita di ogni rappresentazione visuale;

® negli insegnanti sono presenti ostacoli epistemologici («Si cerca di
ottenere metodi generali, si richiede esattezza, si cerca di avere delle teo-
rie complete... E basta talvolta il carattere algebrico del metodo affinché
la soluzione sia considerata pit ‘matematica”. Di conseguenza, poiché
le rappresentazioni visuali sono prive di queste caratteristiche, non sono
considerate come equivalenti ai metodi algebrici, essendo i due metodi
diversi quanto al loro status epistemologico»: Kaldrimidou, 1995);

* negli studenti le rappresentazioni visuali sono causa di timore, di incer-
tezza: il contratto didattico sembra attribuire importanza all’espressione
algebrica a scapito di quella figurale (Kaldrimidou, 1995).

I risultati ottenuti da M. Kaldrimidou sono riferiti a studenti universitari di
matematica e ad insegnanti greci. Abbiamo proposto nuovamente il test ad al-
cuni studenti italiani di scuola secondaria superiore, per verificare 1’accetta -
zione della visualizzazione (riferita ad alcuni procedimenti algebrici).

Il quesito presentato nel paragrafo precedente ¢ stato proposto a 105 allievi
di quattro classi degli ultimi due anni (IV e V) di un Liceo scientifico italiano (i
quali avevano seguito, fino al momento del test, un programma tradizionale di
matematica). La maggioranza ha optato per la rappresentazione analitica:

rappresentazione analitica 62 studenti 60%
rappresentazione visuale 30 studenti 29%
pref. non espressa 13 studenti 11%

Dunque i risultati concordano qualitativamente con quelli ottenuti da Kaldri-
midou. GIi allievi che hanno espresso una preferenza hanno giustificato la
propria scelta fornendo alcune motivazioni interessanti:

e Alcuni studenti (18, pari al 17%) tra coloro i quali hanno optato per la
rappresentazione analitica hanno sottolineato positivamente la presenza
esplicita di tutti i passaggi (che sembra rendere il metodo convincente ed
affidabile); riportiamo alcune giustificazioni: «Il metodo algebrico ¢ pre-
feribile perché mostra tutti i passaggi» (Luisa, cl. IV). «Il primo metodo
¢ pil appropriato perché si esegue la scomposizione» (Luca, cl. IV). «La
dimostrazione del primo metodo ¢ lo sviluppo di un quadrato svolto cor-
rettamente e in ordine; il secondo € una raffigurazione e non sappiamo
se le misure sono esatte» (Chiara, cl. IV. E evidente, da quest’ultima
affermazione, la differenza tra la considerazione dei reali a, b in ambito
algebrico e come misure di segmenti).

e Alcuni studenti (6, pari al 6%) tra coloro i quali hanno optato per la rap-
presentazione analitica hanno ritenuto che la natura algebrica del proble-



ma suggerisse o addirittura richiedesse un’impostazione risolutiva di
tipo algebrico: «Il primo metodo & piu appropriato perché dimostra una
proprieta algebrica con un procedimento algebrico» (Anna, cl. V.
Emerge lostacolo di una rappresentazione eterogenea rispetto alla
richiesta: i due linguaggi, ‘algebrico” e ‘geometrico” sono ‘iso  morfi”,
ma il riconoscimento di tale equivalenza costituisce un ostacolo).

e Alcuni studenti (4, pari al 4%) tra coloro i quali hanno optato per la rap-
presentazione analitica hanno sottolineato la difficolta della risoluzione
visuale, non comune nella pratica didattica, ed il conseguente timore:
«Se dovessi risolvere (a+b)? lo farei con il metodo algebrico per il fatto
che sono abituata a lavorare pill con i numeri che con le figure» (Paola,
cl. IV). «La prima soluzione ¢ preferibile perché ¢ sicuramente esatta e
perché puo essere utilizzata anche quando non si riesce a visualizzare fa-
cilmente l'operazione» (Cristina, cl. V) (per quanto riguarda la figura
nella prassi didattica indichiamo: D’Amore, 1995).

e Tra gli studenti che hanno scelto la rappresentazione visuale, le giustifi-
cazioni riguardano la sua evidenza, la semplicita e ’'assenza di calcoli.

Quanto precedentemente annotato, nonostante sia riferito ad un particolare
impiego della visualizzazione, ¢ indice di una situazione abbastanza chiara:
non pochi tra gli allievi intervistati (il 17% del totale, quasi un terzo di coloro i
quali hanno optato per la risoluzione analitica) hanno sottolineato la
rassicurante presenza di tutti i passaggi algebrici, contrapposta all’incertezza,
alla difficolta del procedimento visuale (3).

Interessante ¢ laffermazione secondo la quale la natura algebrica del
problema richiede un’impostazione risolutiva di tipo algebrico (riferibile al 6%
degli studenti): I'allievo si sente dunque portato da una clausola del contratto
didattico a risolvere l'esercizio assegnato in modo da incontrare I’approvazione
‘metodologica” dell'insegnante. Questa preoccupazione limita le possibilita di
impostazione della risoluzione del problema.

Possiamo concludere che la visualizzazione dei procedimenti algebrici non
gode di una reputazione particolarmente prestigiosa tra gli allievi della scuola
secondaria superiore (e tra i loro insegnanti) (4).

(*) Molti studenti sembrano principalmente preoccupati di scegliere il metodo riso-
lutivo tradizionalmente piu affidabile; nessuno degli allievi intervistati, ad esempio, ha
osservato che lerrore che vede (a+b)? identificato in a?+b% (omettendo il ‘doppio
prodotto”) viene ad essere quasi impossibile se si tiene presente la rappresentazione
visuale, mentre pud non essere infrequente se la risoluzione & ridotta alla mnemonica
applicazione della formula (a+b)? = a?+2ab+b>.

(*) Sarebbe inesatto estendere questa situazione a futti i procedimenti collegati alla
visualizzazione: ad esempio, la didattica delle funzioni ¢ basata su tecniche di visua-
lizzazione: un legame che talvolta giunge addirittura ad identificare lo studio di una
funzione con il tracciamento del suo diagramma cartesiano (Bagni, 1997).
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La pagina degli Elementi euclidei con il commento di Federico Commandino
(Pesaro, 1619) in cui ¢ riportata la proposizione 4 del II libro.

Conclusione

Anche nel caso dell’Algebra geometrica greca, dunque, la proposta di uno
stimolo tratto dalla storia della disciplina non pud essere considerata
indipendentemente dagli importanti aspetti didattici ad essa collegati.



Quanto rilevato non sminuisce I'importanza della presenza della storia nella
didattica della Matematica, che resta notevole; ma suggerisce 'opportunita di
intervenire sulla struttura e sugli scopi della ricerca didattica, inserendo in essa
come parte integrante una verifica empirica che renda evidenti gli effetti
sull’apprendimento delle scelte dell’insegnante: proprio la presenza di questo
aspetto sperimentale, che valorizza 'impiego dei riferimenti alla storia della
Matematica, pud modificare I'impostazione della ricerca didattica e quindi
conferire ad essa un particolare statuto epistemologico (D’Amore, 1991 e
1999).
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