Insiemi e funzioni

1. TEORIA DEGLI INSIEMI

1.1. Insiemi

Dd purto d vista intuitivo, il concetto d insieme puo essere fatto
corrisponcere dl’atto mentale mediante il quale associamo acuni eementi in
untutto unico detto insieme. Tale descrizione € pero vaga eimprecisa: lateoria
degli insiemi pud essere introddta assiomaticamente: |'applicazione del
metodo assiomatico alla teoria degli insiemi ebbe in Ernest Zermelo (1871
1953 il principale protagonista (dedicheremo atae argomento |’ appendice A).

In questafase ci limiteremo ad introdure le principali nozioni insiemistiche
mantenendo un puto d vista intuitivo. Non é richiesta alcuna particolare
omogeneita tra gli elementi che @stituiscono uninsieme: € possibile asociare
nello stesso insieme un numero qualsiasi di elementi di qualsiasi genere (anche
se nel paragrafo 5.2 ci occuperemo oella questione dell’ eventuale gppartenenza
di uninsieme ase stesso come demento).

Esempio. E posshile parlare di un insieme acui appartengono il nome del
monte piu ato della Terra, I'ultima lettera dell'afabeto italiano e le soluzioni
dell'equazone: x2+6 = 5x. Tale insieme ha dementi: Everest, Z, 2, 3.

Uninsieme privo d elementi s diceinsieme woto; s indica @l simbolo /£

Esempio. L'insieme wstituito dalle soluzioni intere di: x® = I'insieme
vuoto, ZE ci  equivale a aff ermare chel'equazone datanon haradici intere.

Affinché una mllezone di elementi possa essre dassificata wme un
insieme vero e proprio, deve sempre essere possibile stabilire se un quelsias
elemento appartiene (0 nonappartiene) al'insieme @si introdatto.



Esempio. Ha senso, nella teoria degli insiemi, parlare dell'insieme astituito
da numeri reali maggiori di 4. Infaiti  possibil e stabilire oggettivamente se un
qualsiasi e emento appartiene 0 noatale inseme: per appartenere al'insieme,
un elemento deve (contemporaneamente):

esgere un numero rede;

esere maggoredi 4.

Dunque dl'insieme introdato apparterranno certamente dementi come 59,

V19, 33/8; mentre non \i apparterranno elementi come - 1, 31/8, 4 (che sono
numeri redi, ma non sono maggori di 4), o come Firenze, Hemingway, un

esagonoregolare, il numero +/- 5 (che nonsono numeri reali).

(Contro)esempio. Non ha senso, nellateoria degli insiemi, parlare dell'insieme
costituito dai libri interessanti: non infatti possibile &f ermare oggettivamente
seunlibro interessante oppuesenonlo .

E convenzione spesso accetata indicare gli insiemi con lettere maiuscole
(A, B, C, ...) egli elementi con lettere minuscole (a, b, c, ...). L'appartenenza
dell'elemento a all'insieme A s indica con la scrittura: al A nella quale il
simbolo “T ” s legge: “appartiene a”. La non appartenenzadi b aB s indica
con: bl B. Quindi la condzione richiesta per poter parlare di insieme, espressa
precedentemente, : affinché | sia un insieme, € richiesto che, per ogn
elemento a, Sia posshile stabilire de I’ affermazione al | sia vera ofalsa.

Per indicare dettagliatamente gli insiemi, con i loro eementi, S possono
scegliere divers procedimenti. Un primo metodo, detto rappresentazione
tabuare, consiste nell'dencare tutti gli elementi che costituisconol'insieme in
questione tra parentesi graffe; ad esempio, lascrittural ={1; 2; 5} significa de
al'insieme | appartengono (solamente) gli elementi 1, 2, 5. Notiamo che
I'ordine con cui si elencano gli elementi  privo d importanza Un insieme non
presuppore dcun particolare ordinamento dei suoi elementi (a meno che d
venga esplicitamente indicato); con le scritture:

{1;2;5 {1;5;2} {2,1;5} {2,5;1} {512} {52 1}

intendiamo lo stes® insieme, avente per elementi 1, 2, 5 (indipendentemente
dal'ordine), qualsias rappresentazone si scelgatrale sei indicate.

Talvolta la rappresentazione tabulare pu essere scomoda e adirittura
impraticebile quandol'insieme in questione  costituito da infiniti elementi. La
rappresentazione caratteristica si ottiene evidenziando (ove d sia possbhile)
una condzione necessaria e sufficiente per I'appartenenza di un elemento
al'insieme mnsiderato. La scrittura dell'inseme arraforma:




{x: x rispetta un'assegnata cond zione}

nellaqualeil smbolo &° (talvolta sostituito da? |°) si legge &ale dhe®

Esempio. Indichiamo I'insieme | di interi il cui quadrato minoredi 15:
rappresentazione tabulare: 1={-3,-2,-1,0; 1, 2; 3};
rappresentazione cratteristica | ={x: X un numerointero e- 3Ex£3}.

Nell'esempio precedente ebiamo scritto (usando parole tratte dalla lingua
italiana) che I'dlemento x @ un numero intero® cio appartiene dl' insieme
costituito da numeri interi. Questo insieme  generalmente indicao con il
simbolo Z. Anche dtri insiemi numerici sono d uso frequente:

N insieme dei numeri naturali
Ny  insiemede numeri naturali nonnuli

4 insieme del numeri interi

Z, insiemede numeri interi non nuli
Z* insieme di numeri interi positivi

Z insieme del numeri interi negativi

Q insieme del numeri razionali

Q, insiemedei numeri razionali non nuli
Q*  insiemede numeri razionali positivi

Q insieme del numeri razionali negativi
R insieme dei numeri redi
R,  insiemede numeri redi non nuli

R+ insieme del numeri redi positivi
R- insieme del numeri redi negativi
C insieme del numeri complessi

e dunqgte l'insieme del numeri interi il cui quadrato  minore di 15 pu
scrivers {x: XI Z e- 2£xE£2} oppue{xl Z: - 2£xE£2}.

1.2. Sottoinsiemi einclusione
Considerato uninsieme A, diremo sottoinsieme B di A uninsieme a quale non

appatengonoelementi non appatenenti ad A: dunque B pu essere costituito
da dcuni elementi di A, o datutti gli elementi di A, o danessun elemento.



Definizione. L'insieme B s dice sottoinsieme dell'insieme A se ogni elemento
di B elemento d A; s diceanche cheB inclusoin A esi scrive: Bi A.

Tra tutti i sottoinsiemi di un insieme dato A troviamo sempre l'insieme A
stes e l'insieme vuoto A SONno cEtti sottoinsiemi impropri di A; un
sottoinsieme di A diverso da A stes e da /A s dice sottoinsieme proprio di A.

L'insieme vuoto ammette uno ed un solo sottoinsieme (improprio): &£ Un
insieme stituito da un solo elemento, A = {a}, ammette due sottoinsiemi
impropri, ££ed A stesso, e nonammette al cun sottoinsieme proprio.

Definizione. Si dice insieme delle parti di uninsieme | I'insieme A (1) avente
per elementi tutti i sottoinsiemi (propri ed impropri) di 1: A (1) ={J: Ji 1}.

Si pu verificare dhe sel'insieme | cogtituito da n elementi (s dice anche
che la cardindita di I n: riprenderemo ed amplieremo il concetto d
cardinaditanellasezonre Il), I'insieme delle parti di | costituito da 2" elementi
(ovvero: lacardinditadi A (I) 2 dimostreremoci n el capitolo 7).

Esempio. Consideriamo l'insieme (avente ardinaita 3): | = {5; w; z}. | suoi
sottoinsiemi propri sona

{3}, {w}. {7, {5 w}, {5 7,{w, 3
| suoi sottoinsiemi impropri sona A&, {5; w; z}.

L'insieme delle parti (proprie e improprie) dell'insieme | ha cardinaita 2 3 =
8ed , inrappresentazione tabulare:

AW={E£{5 {W {2, {5W {57, {w 7 {5w 7}

Il concetto d inclusione ci permette di riprendere quello d uguadianza d
due insiemi. Diremo dunge dei dueinsiemi A e B sonougudi, e scriveremo
A =B, quandoA sottoinsieme di B e contemporaneamente B sottoinsieme
di A, cio quanda Al BeBIi A.

1.3. Operazioni con gli insiemi: unione, intersezione, differenza

Definizione. L'insieme A EB, unione degli insiemi A, B, l'insieme a quale
appartengono gli elementi che gopartengono almeno ad uno cegli insiemi A, B:
AEB ={x:xI Aoxl B}.




Esempio. L'unione degli insiemi: A = { Xl R: 1<x<5} e B = {xI R: 3<x<15}
l'insieme: AEB = {x R: 1<x<15}.

Definizione. L'insieme A CB, intersezione degli insiemi A, B, l'insieme d
quale appartengono gli elementi che appartengono contemporaneamente ali
insiemi A, B: ACB ={x:x Aexl B}.

Esempio. L'intersezione di: A = {X R: 1<x<5}, B = {xI R: 3<x<15}
l'insieme; A CB = {xI R: 3<x<5}.

Dueinsiemi la aii intersezone A S diconodisgiunti. Si verifica de:

IEI=1 (infatti al'unione di | e di | appartengonotutti e soltanto
gli elementi appartenenti al o al).
IEA=I (infatti all'unione di | e di A appartengono tutti e

soltanto gli elementi appartenenti al o a &£ maa A non
appartiene dcun elemento...).

ICI =1

ICAE= /£

IEJ=JEI (propriet commutativa)
ICI=JCI (propriet commutativa)
IE(JEK) = (JENEK (propriet associativa)
IC(ICK) = (ICCK (propriet asociativa)

IE(JCK) = (IEJ)C(IEK)  (propriet distributiva)
IC(JEK) = (ICJ)E(ICK)  (propriet distributiva)

Definizione. L'inseme A\B, differenza degli insemi A e B, l'inseme d
quale appartengonogli elementi che appartengonoad A manon appartengonoa
B:AB={x:x Aexl B}.

Esempio. La differenza di A = {xI R: 1<x<5} e B = {XI R: 3<x<15}
l'insieme: A\B = {xI R: 1<x£3}.

Per quanto riguardale propriet dell'operazione introddta, si verifica che:

N =A NE=1 Al =A




1.4. 11 prodotto cartesiano di dueinsiemi

Quanto finora esposto a propaosito del concetto d insieme non fa riferimento
al'ordine con cui gli elementi di uninsieme sonoelencai. E per possibile, in
determinati casi, specificare un particolare ordinamento al'i nterno d un dato
insieme:  quanto ci acangiamo afareintroducendola coppa ordinata.

Siano cati gli insiemi A, B, che supparemo iniziadlmente non vudi. Una
coppia ordinata di elementi di A edi B s indicaconil smbado: (a; b) (alcuni
Autori preferiscono uilizzare il smbado <a; b>).

Intuitivamente, essa  un particolare insieme stituito da due dementi, il
primo dei quali appartenente ad A, il secondoa B. Piu predsamente, la coppa
ordinata (a; b) pu essere introdata sulla base del concetto di coppa ordinaria
(cio non adinata) {a; b}: st pu ad esempio scegliere due dementi esterni
dl'insieme mnsiderato (nel nostro caso, agli insiemi A, B), ad esempio 1, 2, e
definire (a; b) come {{ 1; a}; {2; b}} . Alternativamente si pu 3pedficare®
quale dei due dementi da ritenere il primo oella coppa ordinata,
considerando per (a; b) ad esempio: {{ a}; {a; b}} .

Definizione. L'inseme A’ B, prodato cartesano degli insiemi A e B,
l'insieme avente per elementi tutte le coppie ordinate (a, b), conal A e bl B:
A’ B={(a;b): al Aebl B}.

Nel caso in cui (almeno) uno cei dueinsemi A, BsiaZ/& A" B vuadto.

Esempio. Il prodato catesianod A ={c;d} eB={2;4;7} A B={(c; 2);
(d 2); (6 4); (0 4); (65 7); (@ 7}

Introduciamo le proiezioni. Faremo riferimento ad un qualche sottoinsieme
SI A"B (l'importanza dei sottoinsiemi del prodato cartesiano apparir
evidente apartire dal prossmo paragrafo).

Definizione. Sia Sl A" B. Di dice proiezione di S su A (rispettivamente: su B)
l'insiemeU = {x: Xl A e(x; b)l Sper ameno unb} (rispettivamente: {y: yl B e
(& y)I Sper ameno una}).

Evidentemente la proiezione di tutto I'insieme (non vudo) A"BsuA A
stesvesuB B stesw.

Esempio. Sia S il sottoinsieme di N” N costituito dalle coppe (n; m) tali che
n+m = 3. Lasciamo a lettore di verificare die S={(0; 3); (1; 2); (2; 1); (3; 0)}.




Laproiezionedi SsuN U ={0; 1; 2; 3}.

In guesto caso con N indichiamo indifferentemente sia il primo che il
sendo agli insiemi dei quali viene wnsiderato il prodato cartesiano N” N.
Tuttavia in generale  necessaria una loro distinzione, come apparir chiaro
dall'esempio seguente.

Esempio. Sia T il sottoinsieme di N” N costituito dalle coppe (n; m) tali che

2n+m = 4. Lasciamo a lettore di verificare de T ={(0; 4); (1; 2); (2; 0)}.
Laproiezionedi Ssul primo degli insiemiN U ={0; 1, 2}.
Laproiezionedi Ssul semndodegli insiemiN U, ={0; 2; 4}.

2. RELAZIONI E LORO PROPRIETA

2.1. Sottoinsiemi del prodotto cartesiano

Siano dkti gli insiemi A, B, A" B. Come sappiamo, ad A" B appartengono tutte
le coppe ordinate costituite da un primo elemento tratto da A e da un secondo
elemento tratto da B. Pu essere oppatunog, in acuni casi, evidenziare alcuni
particolari sottoinsiemi di A" B: ad esempio, per sottolineare che alcune coppie
di A" B rispettano ura qualche propriet , verificano uralegge.

Definizione. Si dice relazione tra gli insiemi A e B un sottoinsieme del
prodato cartesiano A" B.

Esempio. Consideriamo gli insiemi:
A ={Arno; Po; Tevere} B ={Firenze; Pisa; Torino}
eil loro prodato cartesiano:
A" B ={(Arno; Firenze); (Arno; Pisa); (Arno; Torino);
(Po; Firenze); (Po; Pisa); (Po; Torino);
(Tevere; Firenze); (Tevere; Pisa); (Tevere; Torino)}
Tra tutte le coppe aventi per primo elemento unelemento d A (in guesto

caso, un fiume) e per secondo unelemento d B (unacitt ), individuiamo quelle
costituite dal nome di unfiume eda quello d unacitta bagnaa datale fiume:




R = {(Arng; Firenze); (Arno; Pisa); (Po; Torino)}

L'importanza del sottoinsieme Rdi A” B evidente: es sottolinea dhe tutte
(e soltanto) le coppe al appartenenti verificano una determinata propriet ,
ovvero sonocostituite daunfiume e dauna dtt bagnata da es<.

Il sottoinsieme R oraindicato uno & possibili sottoinsiemi di A” B: altri
sottoinsemi  posono esere individuati da dtre nsiderazoni  (tutte
ugualmente valide dal purto d vistainsiemistico).

Quandosi considerala coppa (a; b) appartenente ad un dito sottoinsieme R
di A" B, s dice chel'demento al A ha per corrisponcente bl B nellarelazione
R, oppue degli elementi a, b sonoin relazionefraloro.

Una relazone, come ogn sottoinsieme del proddto cartesiano d insiemi,
pu essere rappresentata graficamente.

Esempio. Il grafico rappresentalarelazione introdata nel precedente esempio.

Torino ' ‘

Pisa

Firenze

Arno Po Tevere

2.2. Relazioni traun insieme ese stes. Loro proprieta

Per la definizione del prodato cartesiano d due insiemi, sopraintroddta, non
necessario che gli insiemi in gquestione siano dstinti: cio paossibile parlare
del prodato cartesiano|” 1, costituito dall'insieme di tutte le mppe ordinate (a,
b) conal | ebl |. Esamineremo le caatteristiche delle relazoni definitein|” 1.

Lerelazioni trauninseme | e se stes possonoinfatti godere di interessanti
propriet , introddte dalle definizioni seguenti:

Definizione. Si dice e larelazione Ri 1" | gode della propriet riflessiva se,
perognial | :(a;a)l R.




Cio : una relazone definita tra gli elementi di un insieme gode della
propriet riflessiva (si dice anche: riflessiva) se ogn elemento dell'insieme
considerato  in relazone con se stesso.

Definizione. Si dice dhe laredlazone Ri I | gode della propriet artiriflessiva
se,perognal | :(a;a)l R.

Cio : una relazone definita tra gli elementi di un insieme gode della
propriet antiriflessva (s dice aache:  antiriflessva) se nesuun elemento
dell'insieme mnsiderato inrelazone mn se stesso.

Definizione. Si dice che larelazione Ri 1" | gode della propriet  simmetrica se
per ogni al | eper ogni bl | tali che (a; b)l R, : (b; a)l R.

Cio : una relazone definita tra gli elementi di un insieme gode della
propriet  simmetrica (s dice anche: simmetrica) quando, per ogn coppia di
elementi a, b ddll'insieme mnsiderato, accade e se a in relazione @n b,
alora ancheb inrelazione mna.

Definizione. Si dice chelarelazoneRi I | gode dellapropriet antisimmetrica
se(a; b)l Re(b; a)l Rimplica dhesia a=bh.

Cio : una relazone definita tra gli elementi di un insieme gode della
propriet antismmetrica (s dice anche:  antismmetrica) quando, per due
elementi a, b dell'insieme considerato, il contemporaneo essre a in relazione
conbebinrelazione mnaimplicachea=b.

Definizione. Si dice dhe larelazione Ri I | gode della propriet transitiva se
per ogni al |, per ogni bl 1 eper ogni ¢l | tai che (a; b)l Re(b; o) R, : (a; C)
IR.

Cio : una relazone definita tra gli elementi di un insieme gode della
propriet transitiva (3§ dice anche:  transitiva) quando, per ogn terna di
elementi a, b, ¢ dell'insieme considerato, accade dhese a inrelazioneconb e
b inrelazione mnc, dloraa inreazione mnc.

Esempio. Consideriamo rell'insieme | delle rette del pianolaRi 1" I:

R={(r; 9):r coincidente o parallela as}




Talerelazione gode dell e propriet :
riflessiva, perché ogn retta coincidente o perallela ase stessa (nel
caso spedfico: coincidente);
simmetrica, perché se laretta r coincidente o peradlela dla retta s,
alora anches coincidente o parallela ar;
transitiva, perché se larettar coincidente o paralela dlarettasela
rettas coincidente o paradleladlarettat, aloralarettar risulta aincidente o
parallela at.
Il lettore verificher che la relazione R non gode delle atre propriet sopra
esaminate (antiriflessiva, antis mmetrica).

Esempio. Consideriamo, nell'insieme J delle lunghezzedei segmenti del
piano, laSl J J:

S={(a; b): lalunghezzaa nonminore di quellab}

Tale relazione gode dell e propriet :
riflessiva, perché la lunghezzadi ogni segmento non minore di se
stess;
antismmetrica, perché se la lunghezza di un gimo segmento  non
minore della lunghezza di un secndo ed indtre la lunghezza del secondo
segmento  non minore di quella del primo, dlora i due segmenti considerati
hannola stessalunghezza;
transitiva, perché se la lunghezza a di un segmento  non minore di
quellab elalunghezzab nonminore di quellac, dloralalunglezzaa non
minore di quellac.
Larelazione S non gode delle altre propriet  sopra esaminate (antiriflessva,
simmetrica).

Esempio. Consideriamo, nell'insieme | dell e rette del piano, laTi I” I
T={(r;s):r perpendicolare as}

Tale relazione gode dell e propriet :
antiriflessiva, perché nessunaretta perpendicolare ase stessa;
simmetrica, perché se unarettar perpendicolare ad umaretta s, allora
larettas perpendicolare ar.
La relazione T non gode delle dtre propriet sopra esaminate (riflessva,
antisimmetrica, transitiva).




Segnaliamo infine che con il termine chiusura transitiva di una relazione A
s indicalapiu piccolarelazione A transitivatale che Al A. Si dimostra che per
ogni relazione A, la chiusuratransitivaA esisteed  unica.

La diiusura transitiva di una relazione A pu dungue essere intesa ome
I'intersezione di tutte le relazioni transitive che contengono A: cosi facendo si
otterr ancora una relazone A contenente A, transitiva e on la propriet di
esere la piu picoola possibile, appurto perch intersezone di tutte quelle
soddsfacenti i requisiti.

Alternativamente, la chiusura transitiva A di una relazione A pu essere
costruita considerando tutte le coppe (X, X') che sono estremi di catene (X, X1,

X2, ..., Xn, X) di cui ogni coppa consecutiva (X, X1), (X1, X2), ..., (X0, X)
appartiene a A. Che tale relazione sia transitiva  chiaro: se (x, X') e (X, X")
appartengono ad A, alora esister una successione (X, X1), (X2, X2), +.., (Xn X),

..., (Xm X*) che ci consentir di affermare che anche (x, X’)I A. Indltre ogni
relazione transitiva che contenga A dow contenere tutte le mppe estremi di
catene finite mme quelle descritte.

Esempio. Consideriamo I'insieme X dei purti di unacitt (il termine purto®
s intenda, in questo caso, infomalmente, dungte piu in senso @geografico® che
geometrico). Sia A la relazone tra elementi di X individuata dalla propriet
%essere mllegati da un autobus®. Lasciamo al lettore il compito d verificae
cheessa nonriflessva esimmetrica. Indtre larelazione A non transitivain
quanto pu accadere e sia impossibile adare dal purto P a punio Q
utilizzando unsolo autobus.

Per costruire la chiusura transitiva A, minima relazione transitiva mntenente
A, dobkhamo 2ampliare® A considerando in relazone anche purti di X
raggiungibili tra di loro mediante un certo numero (finito, anche se nonfissato)
di autobus da prendere uno d seguito al'atro: e questa proprio I'operazione
che comunemente viene fatta di chi utilzzai mezzi pubHici (da: Bellacicco &
Labella 1979 p. 72).

2.3. Relazioni di equivalenza einsieme quoziente

Definizione. Una relazone Ri 1" | si dice relazione di equivalenza se gode
delle propriet riflessiva, smmetrica etransitiva.

Esempio. Consideriamo, nell'insieme | dell e rette del piano, larelazione:

R={(r; 9):r coincidente o paralela as}




gi esaminatain unprecedente esempio.
La reladone data una relazione di equivalenza in quanto gode delle
propriet riflessiva, smmetrica etransitiva

Definizione. Si dice classe di equivalenza [a] dell'demento al | rispetto ala
relazione di equivalenzaRI 1" | il sottoinsieme di | cotituito dagli elementi x
tali che (a; X)1 R.

Si nati chele dassi di equivalenza sono nonvuae (per lapropriet riflessiva
dellerelazoni di equivalenza, alla classe [a] appartiene sempre I'elemento a) e
adue aduedisgiunte. Proviamo quest'ultima dfermazone.

Proposizione. Siano a, b, due dementi distinti di | e siano[a], [b] le class di
equivalenzadi a e di b rispetto alarelazone di equivalenzaRi 1" |; allora[a] e
[b] sono dsgiunte.

Dimostrazione. Mostreremo che se esiste unelemento xI | tale dhe;
Xl [a] e X [b]
aloradeve essre[a] = [b]. Infatti, per definizione, sexi [a] significa dhe (a; X)
T Resexl [b] significache (b; X)I R. Dunque, per lapropriet transitiva della

relazione di equivaenzaR:

@X)IR e IR P (bR P [a] =[b]. cvd

Definizione. Si dice insieme quaziente dell'insieme | rispetto alla relazone R
I'insleme I/R delle dass di equivaenza degli elementi di | rispetto alla
relazione di equivaenzaR.

L'insieme quaziente costituisce una partizione di | in class di equivalenza
conci intendiamo chetali classi, non vude, sonoadue adue disgiunte (come
sopradimostrato) e chel'unione di tuttele dass |.

Esempio. Consideriamo, nell'insieme | delle rette del piano, la relazione di
equivalenza:

R={(r; 9):r coincidente o paralela as}




gi esaminata in precedenti esempi. Le class di equivalenza rispetto a tae
relazione sonoi sottoinsiemi di | del tipo:

[s] ={rl I: 1 coincidente o parallela as}
Ciascuno dgli elementi dell'insieme quaziente I/R  costituito da un

insieme di rette parallele: pu essere identificato con la mmune direzione
di es=.

2.4. Relazioni d’ordine

Definizione. Una relazione Ri I'| s dice relazione d'ordine (o di ordine
largo) se gode delle propriet riflessiva, antismmetrica etransitiva

Definizione. Una relaziore Ri |” | si dice relazione di ordine stretto se gode
delle propriet antiriflessiva etransitiva.

Esempio. Consideriamo rell'insieme J dei segmenti del pianolaSi J J:
S={(a; b): lalunghezzadi a nonminoredi quelladi b}
gi esaminata in un precedente esempio. La relazione data una relazione

dordine (0 d ordine largo) in quanto gode delle propriet riflessiva,
antismmetrica etransitiva.

Esempio. Consideriamo rell'insieme J dei segmenti del pianolaUi J J:
U ={(a; b): lalunghezzadi a maggoredi quelladi b}

Larelazione data gode dell e propriet :
antiriflessiva, perch nessun segmento pu avere lunghezzamaggore
della propria stessa lunghezza;
transitiva, perch se un segmento a ha lunghezza maggiore di quella di
un segmento b ed il segmento b ha lunghezza maggore di quella di un
segmento ¢, aloraa halunghezza maggiore di c.
La relazone U non gode delle dtre propriet esaminate nel paragrafo
precedente; unarelazone d'ordine stretto.




Notiamo che se utilizzamo la rappresentazone di relazioni mediante
grafico, una relazione d'ordine largo comprende tutti gli elementi individuati
da purti individuati dalla diagonade del @guadrante® considerato, come
illustrato nell'esempio seguente.

Esempio. Il grafico seguente rappresenta unarelazone di ordine largo.

e

d

a b ¢ d e

Invece una relazone dordine stretto non comprende tutti gli elementi
individuati dai purti individuati dalla diagonale del dquadrante® considerato.

Esempio. Il grafico seguente rappresenta unarelazone di ordine stretto.

e

d

a b ¢ d e

Nel paragrafo seguente introduremo uriimportante distinzione tra relazoni
d'ordine (largo o stretto).



2.5. Relazioni d’ordinetotale ed’ordine parziale

Le relazoni d'ordine (largo o stretto) definite tra gli elementi di uninsieme |
consentono spes d confrontare due elementi di |, stabilendo qule dei due
dementi in questione preceda l'atro in um lassfica® basata

sull'ordinamento indato dalla relazone. Ad esempio, occupiamoci della
relazione dordine largo S introdotta nell'insieme J delle lunghezze dei
segmenti del piano: S = {(a; b): lalunghezzaa nonminore di quella b}, gi

precedentemente esaminata: in base ad essa, posgbile @ordinare? I'insieme J

dellelunghezzedel segmenti del piano:

se(a; b)l S, dloraa precede b nell'ordinamento
se (b; a)l S, alorab precede a nell'ordinamento

In tale caso, qualsiasi siano gli elementi a, b scdti in J, si verifica sempre
uno dei due casi (a; b)i S o (b; a)l S (e per segmenti non aventi la stessa
lunghezza tali possibilit , chiaramente, s escludono a vicenda): infatti,
asegnati due a, b, accade sempre e

lalunghezzaa nonminoredi quellab
oppue:
lalunghezzab nonminoredi quellaa

Ma acade sempre cosi? In altri termini: assegnata in un qualsiasi insieme
una qualsiasi relazione d'ordine S, accade sempre de, detti a, b due qualsias
elementi di taleinsieme, s verifichi unadelle due possibilit (a; b)I So (b; a)l
S? Oppue pu accadere che per dameno ura coppa di elementi c, d
dell'insieme esaminato risulti (c; d)i Sed anche (d; ¢)i S?

Situazoni come quella descritta sono pasbili: la distinzione ora presentata

collegata dla possibilit di confrontare tutte le @ppe di eementi
dell'insieme | in base alarelazione d'ordine assegnatain | edaci dipende la
possibilit di ordinare tutti gli elementi di | in base a quanto considerato rella
relazione.

Unarelazione dordine S definitain uninsieme | etale de, per ogni coppa
di elementi a, b di | si verificasempre uno i casi (a; b)l So (b; a)i S (ovvero
che consenta il confronto d tutte le mppe di elementi di |) s dice relazione
d'ordine totale; una relazone d'ordine S che non & tutte le coppe mnsenta
tale wnfronto, ovvero tale che per ameno ura mppa di elementi ¢, d
dell'insieme considerato accada dhe (c; d)i Seche(d; ¢)i S, si dicerelazione
dordineparzale.



Os=ervazione. Il problema, ora presentato nel caso d una relazone d'ordine
largo, S pu estendere dle relazioni d'ordine stretto, come la U presentata
nell'esempio precedente. Le possibilit |, in quest'ultimo caso, nonsono p due,
matre: ale (a; b)l U, (b; a)l U, corrisponcenti ai casi in cui lalunghezzadi a
maggore di quella di b e viceversa, deve essere aggiunto il caso in cui le
lunghezzesono wguali.

Esempio. Sia | l'insieme avente per elementi tutti i sottoinsiemi di R (cio
l'insieme dell e parti di R); definiamo larelazione Si 1" 1:

S={(A; B): Al B}

Taerelazione unarelazione d'ordine, in quanto gode dell e propriet :
riflessiva, perch perogni A : Al A;
antismmetrica, perch da (Al B) e(Bi A) segue A = B;
transitiva, perch da (Al B) e (Bi C) segue Al C.
LaS unarelazone dordine parziale: infatti  possibile trovare coppe di
sottoinsiemi C, D di R tai che (C; D)I Se(D; C)i S.
Ad esempio se C, D sono dfiniti da:

C={x R: 0<x<2} D ={x R: 1<x<3}
nonessendoCl D n DI C, risulta:

(C;D)J Se(D;C) S

3. FUNZIONI

3.1. Lade€finizionedi funzione

Le funzioni o applicazoni sonorelazoni tragli elementi di uninsieme D edi
uninsieme B tali che ad ogni elemento dell'insieme D corrispondh esattamente
un elemento (ovvero: unoed unosolo) di B. La corrispondenzatragli elementi
del primo insieme D e quelli del secondoinsieme B inddta da una funzione si
realizza quanda

ogni elemento d D haun corrisponcentein B;
nesaunelemento d D hapi di uncorrisponcente in B.




Definizione. Una relazone Ri D" B s dice funzione (o apdicazione) se per
ogni al D esisteunoed unsolo bl B tale che: (a; b)i R.

Ossrvazione. Sefi DB unmafunzione eseb;i B, b,l B, b, b,, in beseala
definizione data risulta:

xb)If b (xb)f
xb)if b (xb)lf

Possibile invece dhe esistanobl B, x,1 D, x,I D, x; ! x, tdi che:
(X; ) fe (x;b)f

Una funziore si indica spesso con laletteraf; si scrive: fi D™ B, o: f: D® B;
il primo insieme, D, si dice dominio dellafunzione f. A ciascun elemento x del
dominio della f corrisponce un'(unica) immagine, indicata da f(x) B, e si
scrive: f: x® f(x). Analogamente, si dice chexi D controimmagine di f(x)7 B.
Talvoltal'insieme B si indica @wnil termine codaminio.

Definizione. Data la funzione f: D® B, l'insieme Ci B costituito ddle
immagini degli elementi di D si diceinsieme delle immagini dellaf.

Pertanto l'inseme delle immagini della funzione f: D® B quel
sottoinseme di B costituito dagli elementi di B aventi (almeno) una
controimmaginein D.

Esempio. Consideriamo le relazioni rappresentate da:

\ |
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O
A Va® B | Ya%® J S3/434431® T

La prima di esse una funzione, mentre le atre due non rispettano la
definizione di funzione.

Infatti, in R, A" B, ad ogni elemento d A corrisponce una ed ura sola
immagine in B; I'insieme delle immagini dellafunzioneR,; C={b; m}.




Nella relazione R,I 1" J, a gl | non corrisponce alcun elemento in J, contro
la definizione di funzione. Nellarelazione Ryl S’ T, alo stesso elemento xI S
corrispondona distinti elementi yi T ez T, contro ladefinizione di funziore.

Esempio. Sia P linseme de purti del piano e sia Z l'inseme delle
circonferenze tracdate nel piano. Consideriamo lerelazioni Ri P Ze S Z' P:

R={(p; 2): il purtopl P il centro della drconferenzazl Z}
S={(z p): lacirconferenzazl Z haper centroil purto pl P}

Esaminiamo la R: in essa, ad ogni purto p del piano corrispondonoinfinite
circonferenze z, in quanto ogni purto pu essere centro d infinite drconferenze
(concentriche): 1a R nonrispettala definizione di funzione.

Nel caso della S, invece, ad ogni circonferenza z corrisponce (in qualit di
centro) unoed unsolo purto p: pertanto, laS unafunzione.

Os=ervazione. La definizione di funzione richiede de, per assgnare una
funzione f: D® B, siano asegnati un insieme D, detto daminio, un secondo
insieme B a quale apparterranno le immagini, e una legge che ad ogri xI D fa
corrisponcere una ed ure sola f(x)I B. Spesso, per , quando S considerano
funzioni definite in un sottoinsieme D di R ed aventi immagini reali, una
funzione f viene assegnataindicandolalegge de ad ogni xi D fa corrisponcere
la f(x)I R, senza fissare esplicitamente il dominio; anzi, frequentemente la
determinazione del dominio viene lasciata come esercizio. In questo caso, con
il termine dominio s intende il pi grande DI R tale che per ogni xI D sia
possibile @lcolare f(x)1 R.

Esempio. Selafunzionef viene indicaa mnla scrittura:
f: x® v/x

dlorail pi grandeDi R tale dhe per ogni XI D sia possibile calcolare +/x1 R
{xi R:x30}.Dunques dice deil dominio ddlaf: x® Vx {xi R:x30}.

Questo modo d procedere spes accettato: per opportuno spedficare
esplicitamente il dominio nei casi in cui possano sorgere malintesi.

(Contro)esempio. Consideriamo lafunzione x® f(X) espressa da:




X
Xx-1

f(x) =

Qual eil dominio d questa funzione?

Se cerchiamo un daninio DI R affinch il denominatore sia non nulo e la
radice quadrata siarede, doblhamo imporre la mndzione: x>1.

Ma dtenzione: a x = 0 (considerato come numero complesso) corrisponce

0 . . A . . . i
f(0) o1 Ofi = 0 (dove i = +/-1, il C; il lettore ricorder dagli stud
seoondari che lo 0 complesso diviso per un complesso non nllo d sempre
come quaziente lo 0 complesso).

Abbiamo dunqe visto che f(0) = 0 (lo zero in C), e @ potrebbe indure a
considerare 0 come gpartenente al dominio d f; manons dimentichi che per
eseguireil calcolo d f(0) necessario considerare lo 0 come elemento d C ed
estrarre quindi (sempre in C) laradice quadrata di - 1: e tutto ci porta anon
considerare 0 come appartenente d dominio d f.

In situazoni come quella ora descritta  evidentemente consigliabile
precisare apriori il dominio in cui  definita la funzione, a fine di evitare
ambiguit .

3.2. Funzioni iniettive, suriettive, biiettive

Nel paragrafo precedente ébiamo dato la definizione di funzione: abbiamo
cio predsato che una relazone tra due insiemi  detta funzione quando ad
ogni elemento del primo inseme (dominio) corrisponce una ed un sola
immagine nel secondoinsieme.

Riflettiamo orasu d unafunzionegi esaminata precedentemente:

l

|3

d
A Va® B

Dal suo esame, appare evidente the ladefinizione di funzione:




non impore de due distinti elementi del dominio abbiano immagini
distinte (ricordiamo l|'osservazione posta dopo la definizione di
funzione);

non impore che tutti gli elementi del secondo inseme abbiano ura
controimmagine nel dominio (ovvero che l'insieme delle immagini
dellafunzione coincida @n l'intero secondoinsieme).

Quelle (particolari) funzioni che rispettano ura di queste due ulteriori
condzioni (oppue entrambe) vengonoindicate an denominazioni specifiche.

Definizione. La funzione f: D® B si diceiniettiva se per ogni x,1 D e per ogni
Xl D, conx; t x,econbl B: (x; b)I f b (x; b)I f.

Dungwe unafunzione f: D® B s diceiniettiva se ad ogn coppadi elementi
distinti di D corrisponce una coppadi elementi distinti di B, ovvero se nessun
elemento d B dotato d pi di unacontroimmaginein D.

Definizione. La funzione f: D® B s dice suriettiva se per ogni bl B esiste
(@meno) unxi D tale che: (x; b)i f.

Dungwe una funzione f: D® B & dice suriettiva se ogn elemento
dell'insieme B ha (ameno) una mntroimmagine nel dominio ovvero se
I'insieme delle immagini di f coincide mn tutto I'insieme B.

Definizione. La funzione f: D® B s dice hiiettiva se  contemporaneamente
iniettiva esuriettiva.

Una funzione hiiettiva viene talvolta indicata @n i termini biiezione o
corrisponcenza hiunivoca.

Esempio. La funzione R,;: A® B introddta in un precedente esempio non
iniettiva, in quento a due (distinti) elementi del dominio cl A, di A
corrisponce la stessa immagine mi B. Essa non  suriettiva, in quanto gli
dementi del secndo insieme el B, hi B, nl B non hlanno acuna
controimmagine nel dominio A (cio : l'insieme delle immagini della funzione,
C = {b; m}, non coincide con tutto B). Non essendo iniettiva n  suriettiva, la
funzione non certamente bii ettiva.




Esempio. Consideriamo la funzione S introddtain unesempio precedente. Sia
P l'insieme del purti del piano e sia Z I'insieme delle drconferenze tracdate
nel piano stesso. Larelazione Si Z° P

S={(z p): lacirconferenzazl Z haper centroil purto pi P}

rispettala definizione di funzione; iniettiva, suriettiva, biiettiva?

Essa non iniettiva: esistono coppe di circonferenze distinte aventi lo
stes centro (concentriche). E suriettiva: ogni purto del piano centro d
(ameno) una circonferenza (di infinite drconferenze, ma la precisazione
ininfluente per quanto riguarda la suriettivit ). Non  biiettiva, non essendo
iniettiva.

Esempio. Siaf: R® R lafunzione de ad ogni xI R fa corrisponcere il doppo
di x, 2XI R (s verifichi innanzitutto per esercizio che essa rispetta la
definizione di funzione). Si tratta di unafunzione iniettiva. suriettiva, biiettiva?

Larisposta atutte le domande : si.

La funzione f iniettiva, in quanto ad ogni coppa di redi distinti
corrispondonocoppe di dopp distinti: se le immagini 2a e 2b coincidessero,
non pdrebbero che coincidere aaxchea e b. Lafunzionef inadltre suriettiva, in
quanto ogni elemento del secondo insieme ha una cntroimmagine nel
dominio: ovvero ogni realey il dopdo d un (oppatuno) reae y/2. Esendo
iniettiva esuriettiva, lafunzionef hiiettiva

4. FUNZIONI COMPOSTE E FUNZIONI INVERSE

4.1. Lafunzione composta

Consideriamo tre insiemi A, B, C e le funzioni: f: A® B, g: B® C. Laf fa
corrisponcere al agni xI A uno ed unsolo bl B; atale demento b, la g fa
corrisponcere unoed unsolo ¢l C. Possiamo cosi riassumere quanto detto:

a3/ﬁ/¢® b %%@ (o

ovvero, con riferimento al'demento al A da cui trae origine la
corrisponcenza:




a¥#® f(a) Y® glf(a)]

E possibile onsiderare una nuova furzione de faaia direttamente
corrisponcere dl'demento al A I'demento g[f(a)]l C. Essa  denominata
funzione composta delle due funzioni considerate esi indica on lascrittura:

g-f oppue df

Attenzione: per convenzione, si indica per prima la funzione de opera per
ultima! Ci viene scelto per analogia con la scrittura g[f(a)] dell'demento
corrisponcente di a nellafunzione compostag-f.

Definizione. Date le funzioni f: A® B e g: B® C, si dicefunzione mmposta g- f
lafunzione che al ogni elemento al A fa corrisponcere I'elemento g[f(a)]l C.

Esempio. Siano dite lefunzioni f: R® R e g: R® R definite da:
f: x® 3x g X® x+2

Determiniamo le funzioni composte f-g e g-f. Ricordiamo che, nelle
funzioni composte, la funzione comporente ad operare per prima quella
scritta per seconda. Iniziamo quind conil ricavo dell'espressionedi f-g:

f- 0 X9 ® x+2%4® 3(x+2)

Osserviamo che la f, che dl'édemento del dominio fa corrispondere il suo
triplo, non opera sulla x, bens sull'demento (x+2), gi trasformato ddla
precedente aione dellafunzione g. Per quanto riguardala g- f, otteniamo:

g-f: x%4® 3X¥H® 3x+2

Le due funzioni composte richieste sono qundi:

f-g: x® 3x+6 g-f: x® 3x+2

Confrontando le funzioni f-g e g-f: ricavate nell'esempio precedente,
possiamo ndare che la compasizione di funzioni non goe della proprieta
commutativa. Si verifica invece che la @mposizione di funzioni gode della
proprieta associativa; ovvero, assegnate le tre funzioni f, g, h, risulta:




(f-g)-h="f(gh)

4.2. L'applicazione della definizione di funzione composta

La definizione dferma de, date le funzioni f: A® B e g: B®C, s dice
funzione composta g: f lafunzione che ad ogni elemento al A fa wrrisponcere
l'elemento g[f(a)]l C. Talvolta I'applicabilit di tae definizione richiede
cautela. Non sempre, infatti, saremo chiamati a comporre due funzioni f: A® B
eg: B® C, ovvero tali chel'insieme delle immagini di f (che essendof: A® B
un sottoinsieme di B) siaincluso nel dominio (I'insieme B) di g.

(Contro)esempio. Siano cite le funzion f: R® R eg: D® R, esendoD, = {x
T R:x3 1}:

f: x® X2 O Xx®x-1
Vogliamo considerare la composta g- f; teniamo per p resente che l'insieme

delleimmagini di f: CD; = {xI R: x30} non un sottoinsieme del dominio d g,
D, ={xI R:x31}: I'appli cazione dell a definizionre richiede al cune precisazioni.

Quanto esposto nel precedente esempio conferma de I'applicabil it della
definizione pu richiedere qualche modifica della situazone propaosta. |l
problema far s che lI'inseme delle immagini di f sia un sottoinsieme del
dominio d g. A tale scopo, dobliamo eff ettuare la composizione nontraf: D®
R coninsieme delle immagini D e g: D,® C, bens trafy: D,® R con insieme
delle immagini CD, e g, esendof, una funzione definita dall a stessa legge che
definisce la f, ma ristretta ad un daminio Doi D, in modo tale dhe l'insieme
delle immagini di f, sia un sottoinsieme del dominio d g. Sceglieremo f,: D®
R con insieme delle immagini CD, in modo che D, sia il massimo daminio
possibile tale che CD,l D, ,

Lafunzionef,: D,® R s dicerestrizione dellafunzione f: D® R, con Dyl D.

Esempio. Siano date le funzioni f: R® R, g: D,® R, conD, = {xI R: x3 1}:
f: X® X2 0 X®x-1

come nell'esempio precedente. Per definire g-f, restringiamo prima la
funzione:




f: x® X f. R® R, coninsieme delleimmagini: {x R: x3 0}
(chenon unsottoinsieme di D, = {xI R: x31}) alafunzione:

fo: X® X
f . {X R:xE-1Ux®1}® R coninsieme delleimmagini: {xI R: x3 1}

che & unsottoinsieme (improprio) di D, = {xI R: x31}.
Ladefinizione ora gplicabile elafunzione compostarichiesta :

gfx®Vx*-1

Il suo daminio : {xI R: xE-1 0x® 1}.

Os=ervazione. Non sempre i passagg indicati nel presente paragrafo (la
restrizione della prima funzione de opera in ura @mpaosizione di funzioni)
vengono esplicitamente espressi in esercizi ed in applicazoni. Talvolta, cio ,
per trovare lafunzione mmpostag-f datelef: x® x eg: x® Vx - 1, ci sl limita
ascrivere:

gfx®Vx*-1

sottintendendoche il dominio {xI R: xE- 1 0x@ 1}.

4.3. 11 dominio della funzione composta

Quanto naato nel paragrafo precedente (e nell'osservazione mnclusiva) indica
che necessario prestare attenzione dla determinazone del dominio d una
funzione mwmposta, questione die, in alcuni casi, pu rivelarsi assa delicaa
Infatti, non sempre i domini (e gli insiemi delle immagini) di entrambe le
funzioni comporenti vengono indicdi esplicitamente. Ci potrebbe talvolta
portare a Situazioni problematiche: come &biamo rilevato nel precedente
paragrafo, affinch ad un elemento al A corrisponch un elemento g[f(a)]
attraverso la funzione composta, necessrio che I'immagine di a attraverso la
funzione f, f(a), appartenga a dominio della funzione g. Ebbene, se questo
dominio indicao esplicitamente, il controllo immediato; ma nell'esempio
seguente il lustreremo uncaso in cui  richiesta una qualche cautela.




(Contro)esempio. Siano chte le furzioni f: D® R (dowe : Di R) eg: R®R
definite da

f: x® VX g: X® (- 1-X)

Determiniamo (se posshile) lafunzione compostaf- g.
Attenzione: il dominio della funzione f (che la funzione che, essendo
scritta per primain f- g, opera per seconds) :

D;={x R:x30}

in quanto laradice quadratanon calcolabil e reale per radicand negativi.
Notiamo indltre de I'insieme delle immagini della g (che opera per prima)

CD,={x R:x£-1}
in quanto, per ogni XI R, risulta:
-1-x £-1

Concludenda: I'insieme delle immagini dell a funzione che opera per prima
costituito dai reali nonmaggiori di - 1; il dominio dellafunzione de opera per
semnda costituito dai reali non regativi. Pertanto tale dominio e tale insieme
delle immagini sono dsgiunti, e nessun elemento x del dominio della g che
opera per prima arr immagine appartenente d dominio della f che opera per
seconda: quindi nessun elemento x avr  immagine nellafunzione mmpostaf- g.

Quanto affermato pu essere confermato dal ricavo (inutil€) dell‘espressione
andlitica dellafunzione mmpostaf- g:

f-0: x34® (- 1-x) ¥%® - 1- x*

Al lettore il semplice @mpito d verificare che il dominio d f- g sarebbe /£
(nell'ambito dei numeri redi).

Generdlizzando quanto ossrvato nell'esempio  precedente, posgamo
ribadire de affinch la funzione composta f- g abbia dominio non vuao
necessario e sufficiente de l'insieme delle immagini di g, CDg, eil dominio d
f, D, nonsiano dsgiunti, ovvero chesia D,CCDy* A




4.4. Lafunzioneidentita

Definizione. Dato uninsieme |, si dice identit , es indica ©ni, lafunzione di
I | che al ogni elemento al | associa se stesso: i = {(a; a): al 1}.

Lasciamo al lettore il compito d rendersi conto chelai cos introddta una
funzione bii ettiva. Considerata lafunzione (qualsias) f: A® B, si verifica de:

fi=i-f=f

45. Larelazioneinversa
Si consideri unarelazionetragli elementi degli insiemi A eB: Ri A" B.
Consideriamo qund una nuova relazione, che indicheremo con R-1, tra gli
elementi degli insiemi B e A: R-1| B” A definitanel modo seguente;
YR 0 (xR

Tale nuovardazone R denominata relazione inversa della relazione R,
come espresso dalla definizione seguente.

Definizione. Datalarelazione Ri A" B, s dicerdazioneinversa R-1 dellaR la
rlazione R-1i B A taleche:

R-1={(b; a): (a; b)] R}

Esempio. Sono diti gli insemi A ={1; 2; 5}, B={1; 3} elardlazone R A’
B:

R={(a; b): atb} ={(1; 1); (1; 3); (2; 3)}
LarelazioneinversaR-1 |aseguente:

Rt={(ba):b*a} ={(1; 1); (3, 1); (3; 2)}

Spesso  richiesto d determinare la relazone inversa di una funzione
espressa nella forma  x® f(x). Nell'esempio seguente illustrato il
procedimento per ricavare I'espressone dellarelazione inversa.




Esempio. Consideriamo lafunzione f: R® R definita da:
f: x® 2x- 3

Ricaviamo |'espressione della relazone inversa. Indichiamo con: y = 2x- 3
I'immagine dell'elemento x. Ladatarelazione s indicaora @n lascrittura:

x;yi f

Per ricavare la @ercaa espressione della relazione inversa, in bese dla
definizione, dobliamo attenere una scrittura del tipo:

(y; X1 f-1
ovvero dcambiare®le posizioni edi rudli di x ey. Nel passsggio dallafunzione
data alla suarelazione inversa, I'espressione y = 2x- 3 dventer quind x = 2y-

3, dalaquale, esplicitandolay, ricaviamo:

_X+3
2

che Il'immaginedi x nellarelazione inversa. Pertanto larelazione inversadella
funzione: f: x® 2x-3 espressadalla (nuova) funzione:

i e B

Os=ervazione. Concludiamo ndando che nel caso esaminato nell'esempio
precedente la relazione inversa di una funzione undtra funzione (cio una
relazione dhe rispettaladefinizione di funzione). Manonsempre accadr ci .

Abbiamo introdato larelazione inversa di unarelazione data. Sappiamo che
acune relazioni (nontutte), in base all e loro caratteristiche, soddsfano anche la
definizione di funzione; in questo paragrafo ci occuperemo d una questione
che s riveler importante: in base ala definizione di relazione inversa,
I'inversadi unafunzione unarelazione, ma addirittura unafunzione?

In generade larisposta : no. Nel due esempi seguenti potremo esaminare
due diverse situazioni: nella prima, la relazone inversa di una funzione data
sar ancora una funzione; nella seconda, ci non accadr : larelazone inversa
dellafunzione proposta nonrispetter ladefinizione di funzione.




Esempio. Si consideri lafunzionef: R® R definita da:

f: x® 2x
S ricavi I'espressone dellarelazione inversa e si dicase tale relazione rispetta
ladefinizione di funzione.

La relazione inversa della funzione che al ogn x fa corrispondere il suo
doppo quella dhe a ogni x facorrisponcere lasuamet . Ovvero:

f1:x® x/2

Non difficile rendersi conto che questa relazone rispetta la definizione di
funzione: ad ogni x rede corrisponce infatti una ed urasolamet x/2.

(Contro)esempio. Si consideri lafunzione g: R® R definitada
g X® X

s ricavi I'espressone dellarelazione inversa e s dica se tale relazione rispetta
ladefinizione di funzione.

In questo caso, la situazione pi delicata: infatti la relazione inversa
asocia a ogni elemento non regativo la sua radice quadrata, ma sia @n il
segno +° che @nil segno? - °. Insomma, se:

g={(xx):xR} b gl={(x;x:x R}

risulta: (9; 3)I g %, ma anche: (9; - 3)1 g ..

Possiamo concludere dhe questa relazone inversa nonrispettala definizione
di funziore. E ci per ben dwe ragioni: primo, non per tutti i numeri reali
possibile clcolare (rede) la radice quadrata (ma soltanto per i reali non
negativi); in secondoluogo, per ogni rede positivo X, esistono dwe reali (e non
unosolo) che devati a quadrato dannocome risultato x: ess sono++/x e- +/x.

Abbiamo constatato che in acuni casi larelazione inversadi unafunzione
ancora unafunzione, mentrein alcuni cas nonlo . Ebbene, perch accade d ?
Quali caratteristiche deve avere una funzione dfinch anche la sua relazone
inversarispetti la definizione di funzione?

Non difficile rispondere a questa domanda, se si tiene presente quanto
richiesto dalla stessa definizione di funzione: affinch una relazione tra due




insiemi sia una funzione bisogna de ogn eemento del primo insieme
(dominio) abbiauna el ura solaimmagine.

Ricordiamo che l'inversione di una relazione mwmporta lo scambio dei due
insiemi: il primo insieme diventail secondo e viceversa. Quindi, per stabilire se
larelazione inversarispettala definizione di funzione dobliamo esaminare:

se ogni elemento del primo insieme (nellarelazone inversa) dotato d
ameno ura immagine. Ovvero: se ogni elemento del seondoinsieme
(nella relazione originaria) dotato d ameno ura controimmagine. E
pertanto: lafunzione originaria deve essere suriettiva.

se ogni elemento del primo insieme (nellarelazoneinversa) dotato d
una sola immagine. Ovvero: se ogni elemento del secondo insieme
(nella relazione originaria) dotato d una sola @ntroimmagine. E
pertanto: lafunzione originaria deve essere iniettiva.

Possiamo concludere che le condzioni affinch larelazione inversa di una
funzione f rispetti la definizione di funzione sono l'iniettivit e la suriettivit
dellafunzione originariaf: tale funzione, quindi, deve essere biiettiva.

Definizione. Una funzione si dice invertibile quando anche la sua relazone
inversarispettaladefinizione di funzione.

Proposizione. Unafunzione invertibile se e soltanto se  hiiettiva.

Dungue si identifica una funzione biiettiva f: A® B in umarelazione che ad
ogn elemento d A fa arrisponcere unoed unsolo elemento d B e viceversa.

Ricordando la definizione di identit e indicate una funzione invertibile ela
propria funzione inversa rispettivamente conf, f-1, semplicericavare:

ffl=flf=ij

5. CENNI SULLE ANTINOMIE DELL A TEORIA DEGLI INSIEMI

5.1. Leantinomie

Concludiamo la sezone dedicata dla teoria degli insiemi presentando alcune
importanti considerazioni storiche, dedicate ad uno agli argomenti pi
affascinanti della logica matematica ci riferiamo ala questione delle




antinomie, frasi apparentemente ingannevoli, strane ma deganti, nelle quali
sembrano &onvivere® verit e fasit (laletteratura su antinomie e paradoss
vastissima; ci limitiamo ad indicare: Hamblin, 197Q Falletta, 1989.

Il termine @ntinomia® deriva dal grem 2anti® (contro) e hromos® (legge,
norma); esso  utilizzao per indicare il verificars di una ntraddizione,
ovvero, ad esempio, la presenza di una particolare propcsizione de a
contempo risulta essere vera e falsa, nell'ambito d unateoria. L'improporibile
contrasto tra i valori di verit risulta dlora inevitabile, finendo cos per ledere
la stessa validit del sistema logico nel quale viene scoperta |'antinomia in
questione.

Verso la fine del xix secolo, vengono poposte numerose antinomie sulla
teoria degli insiemi. Alcune di esse sono antinomie semantiche, ovvero
collegate a significato attribuito a particolari termini del linguaggo; altre
invece sono antinomie logiche, ovvero connese ala struttura delle frasi in
guestione, come la alebre aitinomia di Russell, che esamineremo el
paragrafo seguente.

2| 'enunciato che segue é falso.

L'enunciato che precede € vero.

Congiuntamente questi enunciati danno lo stesso
risultato del paradosso d Epimenide. Eppure,
separatamente, sono enunciati innocui e perfino
potenzial mente utili®.

Douglas R. Hofstaedter

Unadelle pi celebri antinomie semantiche |'antinomia del mentitore (o di
Epimenide), nota sino ddll'antichit (Koir , 1947 Rivetti Barb , 1964 Martin,
197Q Maracchia, 1990. Essa sintetizzata nellafrase: 10 sto mentendo.

Riflettendosu questa df ermazione, ci rendiamo conto che:

se dhi pronurtia tale frase dice la verit , dlora ali sta eff ettivamente
mentendq e questa una contraddizione;

se i pronurtia tale frase mente, alora eli non sta mentendo e, di
conseguenza, stadicendolaverit : anche questa una cntraddizione.

[llustriamo uriatra semplice & elegante antinomia semantica (detta di
Berry-Russell, malapropostaoriginale di Richard).

E noto che il numero delle sillabe dei nomi con i quali si indicano, nella
lingua inglese, i numeri interi positivi tende acrescere d crescere del numero
nominato. Pertanto, i nomi di alcuni numeri interi positivi devono essere
costituiti da dmeno dciannowe sillabe; fra questi, ne esister uno p piccolo d
tutti gli altri. Chiameremo tale numero (che, in inglese, 111777 &l pi



piccolo intero non dfinibile con meno d diciannowe sillabe. Ma... il piu
piccolo intero non afinibile con meno d diciannove sillabe (in inglese) una
adefinizione® cogtituita da diciotto sill abe!

La contraddizione appare evidente: 4l pi picoolo intero non afinibile con
meno d diciannowe sillabe® stato definito con sole diciotto sillabe. Anche in
questo caso, per , le radici dell'antinomia vanno ricercae nel significao
atribuito ai termini utilizzati, e segnatamente al valore asunto dal termine
&definire®. anche I'antinomia ora proposta, quindi, un ‘antinomia semantica.

5.2. Gottlob Frege e Bertrand Russ|

Il progetto culturale di Gottlob Frege (18481925, uno cei massmi logici
dell'intera storia della cultura, pu essre sintetizzato nel tentativo d
ricondure interamente la matematica alla logica (attraverso la teoria degli
insiemi). Nel 1902 proprio ala vigilia della pubHicazione della seconda parte
della grande opera logica fregeana (Principi dell'Aritmetica derivati
ideograficamente), il trentenne Bertrand Rus=ll (18721970 rilev una
contraddizione nel cgpolavoro del logico tedesco: essa riassunta nella celebre
antinomia d Russell o antinomia degli insiemi normali (Garciadiego, 1992).

La formulazione originale dell'antinomia di Russell basata sulla
definizione di insieme normale, che illustreremo. L'idea di insieme, come
sappiamo, non introdatta da una definizione, ma un concetto primitivo; non
ci sono farticolari restrizioni a tipo d elementi che possono appartenere
al'insieme dato. E quindi possbile (perch no?) richiedere e ad un cato
insieme gpartenga se stesso come el emento.

Ecco dunqe la definizione di Russell: un insieme | si definisce normale
quando halapropriet di noncontenere se stess come demento.

Esempio. L'insieme: | ={ xI N: x<5} ={0; 1;2; 3;4} uninsiemenormale, in
quanto noncortiene | stesso come demento: |1 1.

LinsiemeJ={0; 1;2; 3; 4, 3} non uninsiemenormale, in quanto cortiene |
| stesso come demento: Ji J.

Consideriamo oral'insieme N avente per elementi tutti e soltanto gli insiemi
normali: N contiene se stesso come demento?

Unaprimapossibilit  che N contenga se stesso come demento. Ma
N [l'insieme formato da tutti e soltanto gli insiemi normali, ovvero
datutti e soltanto quegli insiemi che non contengono se stesso come
elemento; perci dovremmo concludere de se N appartiene a N



risulta che N non pu contenere se stesso come elemento! La nostra
primarispostafiniscequindi per essre contraddittoria.

La rimanente possibilit ¢ he N non contenga se stesso come
elemento. Main tale caso N risulterebbe essere un insieme normale
e, di conseguenza, dowebbe proprio appartenere a N. Ed anche
guestarisposta contraddittoria.

In simbadli, la definizione dell'insieme N : N = {I: IT I} e le due posshbili
ipotesi sull'appartenenza dell'insieme N aN stesso patano all e implicazioni:

NIN b Ni N NIN b NI N
ovvero auninevitabile ontraddizione.

Os=ervazione. Per molti versi analoga dl'antinomia degli insiemi normali
I'antinomia del barbiere (lo stesso Bertrand Russall |a ricorda come pressoch
equivaente dlapropria antinomia: s veda al esempio: Aimonetto, 1975.

In un @ese isolato, uno degli abitanti il barbiere e rade tutti (e soltanto)
coloro che nonsi radono és . Domanda: in quel paese, chi rade il barbiere?

Ammettiamo cheil barbiere s radadas ; ma dlora proprioil barbiere che
lo rade, mentre avevamo affermato che il barbiere rade tutti e soltanto coloro
chenons radono dis ! Questaprimarisposta quindi contraddittoria.

Ammettiamo alora de il barbiere non s rada da s ; ma in tae caso
dowrebbe essere proprio il barbiere araderlo, in quanto avevamo aff ermato che
il barbiere rade tutti e soltanto coloro che nonsi radono d s : quind egli s
rade das . Ed anche questa secondarispostas rivela contraddittoria.
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1.6.

Scrivere (se posshile in forma tabulare) gli insiemi risultato delle
operazoni seguenti:

{XI Z: - 1EXET}C{Xl Z: x £5}

{xI N:x® 1}E{xI N: x3£9}

{XI Q: (x-2) £100 C{x Q:x£2}C{x Q: (x-1) £0}

{XI R: (5%-6) +(7x- 6) £0} E{XI R: 4+(3x- 2) £0}E{xl R: (6x+1) £0}
{XI Z: - 1EXESYE{X Z: - 2EXES} C{X| Z: - 4EXES}

{xXI N: xe£200\{xI N: x3 1}

{XI Z: (x-3) £4}\{xXI Z: (7x-3) 30}

Scrivere tutti i sottoinsiemi comuni agli insiemi: {xI Z: 100Ex£1002
e{Xl Z: 3ExE4}.

Dati gli insiemi: A ={x Z: - 1£x£2} e B ={xI Z: 3<x<6} indicare:

A’ B.

-,
,

@ > 0
® > >

Sial lI'insieme delle drconferenze del piano; si consideri larelazione:
{(a;b): al 1 ebl | ea, b hannolo stesso centro}

Dire se g tratta di una relazione di equivalenza di ordine largo, di
ordine stretto.

Sial I'insieme delle figure piane; si consideri larelazione:
{(a;b):al lebl | ea equivalente a ura parte propriadi b}

(®a equivaente a ura parte propria di b° significache a ed ura parte
propria di b, cio non coincidente an tutta la figura b, hannola stessa
area). Dire se sl trattadi unarelazone di equivalenza, di ordinelargo, di
ordine stretto.

Sial lI'insieme delle parti di N; si consideri larelazione:

{(A;B): Al 1 eBl | eAl BeBIi A}

Dire, giugtificando la risposta, se s tratta di una relazione di
equivaenza, di ordinelargo, di ordine stretto.
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1.10.
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Siano A l'insieme dei purti del piano, B l'insieme dei quadrati del

piano con i lati di lunghezza assegnata e C l'insieme dei cerchi del

piano coni ragg di lunghezza ssegnata; dire se le relazoni Ri A" B e
S A" C definite da

R={(a, b)l A"B:a il centro d b}

S={(a, b)l A"B:a il centro d b}

sonofunzioni.

Dati gli insiemi I(m) = {2 R: 2-™1£z£2m1} con m parametro naturale,
s consideri larelazione definita da:

I(@) inrelaziore onl(b) seesolose (@)l I(b)

Dire, giugtificandolarisposta, se:

s tratta di unarelazione di equivalenza;

si trattadi unarelazione di ordine largo;

s trattadi unarelazione di ordine stretto;
si trattadi unarelazione di ordine totae;
si trattadi unarelazione di ordine parziae.

Siaa un parametro reae; si consideri I'insieme D = { XI R: x2£2a2- 8}.
Per quali valori di a lafunzionef: D® R definita da
"Xl D, f(x)=5

iniettiva? E per quali valori di a  suriettiva?
Siaa un parametro reae; si consideri l'insieme D = { XI R: x2£1}. Per
quali vaori di a lafunzionef: D® R definitada
"Xl D, f(x) = (6- 5a+a?)(x+1)

iniettiva? E per quali valori di a biiettiva?
Siano a, b due parametri redi; si consideri I'insieme D = { xI R: x2£9}.
Per quali valori di a edi b lafunzionef: D® R definitada:
"xl D, f(x) = (1+a+b+ab)(3x+2)

iniettiva? E per quali valori di a edi b biiettiva?

Datalafunzione R® R, f: x® f(X) espressa da:



113

114

o0 oo

115

f(x) = x" per - 1<x<1
f(xX) = xper gli atri valori reai di x,

dire d variare del numero naturden sef iniettiva, suriettiva, biiettiva

Sonoassegnate le funzioni R® R:
f: X® k+5- X g: Xx® /X

Per quali valori del parametro ki R entrambe le funzioni composte f-g e
g- f hanno daninio nonvuao?

Datalafunzione R® R;:

f: x® x°

si determini lafunzione: f- f-1.

si determini lafunzione: f-f-f-1.f-1,

s determini lafunzione: f-f.

si determini lafunzione: f-f.f- f-1. f- 1.1,

Dopoaver verificato che la seguente funzionef: Z® Z noninvertibile:
f: x® (- 1)*+5

si indichi un sottoinsieme di Z (detto @ominio d invertibilit ©) tale che
la restrizione della funzione considerata a tale dominio risulti
invertibile; tale sottoinsieme rappresenta l'unica possibile soluzione
dell'esercizio?
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1.15.

a{-1,0;1;2}.b.N.c.{1}.d.{- U6}. e {xXI Z:-2£ExE5}.f.{0}. 0. £
| due insiemi sono dsgiurti: il loro urico sottoinsieme mwmune A&
a{(-14);(0;4); (1, 4); (2 4; (- 1, 5); (0; 5); (1, 5); (2 5)}-
b.{(4;-1); (4, 0); (4 1); (4 2); (5:-1); (5 0); (5 1); (5; 2)}-
C{(-1-1;(0-1);(L-2);(2-1; (-1 0); (0 0); (L, 0); (2 0); (- L;
1); (0;1); (3, 1); (2 15 (- 1; 2); (0; 2); (1 2); (25 2}

d.{(4 4); (5 4; (4 5); (5 5)}.

Si tratta di una relazone di equivalenza (gode infatti delle propriet
riflessiva, smmetrica etransitiva).

Si trattadi unarelazione di ordine stretto.

Al BeBi A equivdea A =B: quindi larelazionedata unarelazione
di equivalenza.

Rnon unafunzione; S unafunzione.
Si tratta (soltanto) di unarelazione di ordine largo e di ordine totale.
Per a =+2lafunzione iniettiva Non suriettivaper alcun vaoredi a.

Peratl 2eat! 3lafunzione iniettiva. Non biiettivaper acun valore
dia.

Per ogni sceltadi a, b per cui nessuno b parametri assuma valore - 1
lafunzionen iniettiva Non biiettivaper acun valoredi a edi b.

Sen 0o pailafunzionenon iniettiva, n suriettiva, n biiettiva.
Sen dispari lafunzione iniettiva, suriettiva, biiettiva

Per k3 - 5.
a X® X. b. x® x. C. X® X°. d. x® x*°.

Un passibile dominio d invertibilit {0; 1}, ma non l'unica
soluzione dell'esercizio.
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Latavoladi Lettres une princese d'Allemagre (Lettere ad ura
principessa d Alemagna sopra dversi soggetti di fisica edi
filosofia: Napali 1787) in cui Leonhard Euler haintrodotto la
rappresentazone, oggi diffusissma, per indicare gli insiemi




